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Prefata

Prezenta editie a cartii Bazele electrotehnicii —
seminar si lucrdri practice contine aplicatii, probleme
si lucrdri practice de laborator pentru partea de
electromagnetism si partea de circuite electrice.

Lucrarea a fost elaboratd, in primul rand, pentru
uzul studentilor de la programele de studii de licenta
Energeticd Industriala si Mecatronica ale Facultatii de
Inginerie a Universitatii “Vasile Alecsandri” din Bacéu,
dar consideram ca este utild tuturor celor interesati in
dobandirea si aprofundarea cunostintelor teoretice si
practice asupra unor aspecte fundamentale din
domeniul electrotehnicii.

In aceasti primi editie lucrarea contine sapte
capitole de aplicatii si probleme pentru studiul la
seminar si un numar de 18 lucrari practice de laborator.
Fiecare capitol de aplicatii si probleme este precedat de
0 parte teoreticd succintd, importanta pentru fixarea
cunostintelor privind fenomenele si metodele de calcul
necesare pentru intelegerea aplicatiilor si problemelor
rezolvate sau propuse.

Obiectivul urmarit in conceptia si elaborarea
acestei lucrari a constat in tratarea sub aspect teoretic si
practic a unor parti importante din teoria circuitelor
electrice si a fenomenelor electromagnetice care sa
asigure aprofundarea cunostintelor de bazd necesare
pregatirii de specialitate a inginerilor din toate
domeniile electrotehnicii.

Autorul va fi recunoscator pentru eventualele
observatii §i sugestii in vederea Imbunatatirii sau
completarii actualei editii a acestei carti.

Autorul
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1. ELECTROSTATICA

1.1. CALCUL CAMPULUI ELECTROSTATIC

1.1.1. BREVIAR DE CALCUL PENTRU CAMPUL ELECTROSTATIC

O Regimul electrostatic.

Regimurile caracteristice de functionare ale campului electromagnetic sunt:
regimul static, regimul stationar, regimul cvasistationar si regimul nestationar.

Regimul static este caracterizat, pe de o parte, prin particularitatea ca toate
marimile sunt constante in timp, adica derivatele lor in raport cu timpul sunt nule, iar pe
de altd parte, prin lipsa posibilitatii de a transforma energia (electrica sau magneticd), in
alte forme de energie. Regimul static mai este caracterizat prin starea de imobilitate a
corpurilor. Existd un regim static pentru campul electric — regimul electrostatic si un
regim static pentru cdmpul magnetic — regimul magnetostatic.

Campul electrostatic este produs de corpuri imobile Incarcate cu sarcini electrice
sau polarizate electric. Calculul campului electrostatic consta in determinarea intensitatii
campului electrostatic si a potentialului punctelor din spatiu la o distributie datd a
sarcinilor electrice.

® Marimi caracteristice ale caimpului electrostatic.

Intensitatea cAmpului electrostatic E, intr-un punct din vid se defineste prin
raportul dintre forta ce actioneaza asupra unui corp punctiform imobil incércat cu
sarcind electricd si sarcina corpului cind aceasta tinde la zero,

S
E, =lim—. (1.1)

q—0 q
Unitatea de mdsurd pentru intensitatea campului electric in sistemul international
de unitdti de masura (S.1.) este volt/metru [V/m]. Din aceastd relatie rezulta si expresia
fortei electrostatice — forta ce actiuneaza asupra sarcinii electrice elementare q in camp

electrostatic,

F=qE. (1.2)
Inductia electrici in vid D, se defineste prin produsul dintre permitivitatea

vidului si intensitatea campului electric in vid

D, -¢E,, (1.3)
unde g, este permitivitatea vidului, g, :;9 [F/m].
41-9-10

Polarizatia P caracterizezi local starea de polarizare electrici a materialelor
dielectrice, fiind definita ca densitate de volum a momentelor electrice dipolare p ale

sarcinilor de polarizatie,

s . Ap 2
P—Al\lgloﬁ [C/m7] (1.4)

st are doud componente: polarizatia temporard P, sipolarizatia permanentd P,.



Legea polarizatiei temporare stabileste ca numai polarizatia temporara depinde
de intensitatea campului electric. Pentru medii dielectrice liniare si izotrope, polarizatia

temporard P, este proportionald cu intensitatea cAmpului electric E,

P =¢x.E, (1.5)

unde 7y, este susceptivitatea electrica, marime de material adimensionala, pozitiva.
Legea legaturii dintre inductie, intensitate si polarizatie in camp electric:

D=¢E+P, (1.6)
Pentru dielectricii liniari, izotropi, fard polarizatie permenenti (P =P, ﬁp =0),
tinind cont de rel. (1.5), rezulta

D=¢,(1+y,)E=¢,eE=¢E (1.7)

in care: € este permitivitatea electrica absoluta sau constanta dielectrica a materialului
(mdsuratd in F/m), € =¢€/g, =1+, este permitivitatea electrica relativa (e.> 1).

Repartitii ale sarcinii electrice. Sarcinile electrice pot fi repartizate pe corpuri
sau 1n volumul corpurilor. Corespunzator se definesc densitdtile de de sarcind electrica:

e Densitatea de volum a sarcinii electrice

¢ fim 24299 1o/ (1.8)

o Densitatea de suprafata (superficialda) a sarcinii electrice

d .. Aq_dq

2
AmAA " da O] (1.9)

Ps=

e Densitatea de linie (lineica) a sarcinii electrice

d Aq d
o= lim ~1=%4 [c/my. (1.10)
As—0 As ds
Fluxul electric reprezinti fluxul vectorului inductie electrici D printr-o supra-
fata oarecare, deschisd sau inchisa. Astfel fluxul electric printr-o suprafata deschisa Sr

care se sprijind pe o curba inchisa I" este

- j DdA, (1.11)
Sp
iar printr-o suprafata inchisa
- jSﬁdK. (1.12)

Tensiunea electricd Uap intre doud puncte A si B din camp electrostatic este
numeric egald cu lucrul mecanic Lap efectuat de fortele campului pentru deplasarea
sarcinii electrice unitare q intre cele doua puncte,

d LAB

(1.13)

>'—;UU



Potentialul electric Vp al unui punct oarecare P din camp electrostatic este dat
de tensiunea electrica a punctului respectiv fatd de un punct de referintd P, considerat de
potential nul (situat pe pdmant sau la infinit),

PO
d —
V,=U,, :IEd§. (1.14)

© Metode de calcul a cimpului electrostatic

In electrostatica, problema fundamentali constd in determinarea intensititii
campului si potentialului punctelor din spatiu in care se exercitd actiunea campului
electric, daca se cunosc distribufiile de sarcini pe conductoare si pozifia relativa a
conductoarelor. In literatura sint tratate numeroase metode de calcul, multe dintre ele
bazate pe metode matematice complexe si de nivel inalt cum sunt: metodele variatio-
nale, metoda diferentelor finite, metoda functiilor de variabila complexd, metoda
functiilor Green, metoda inversiunii geometrice (transformata Kelvin), metoda
transformirii conforme, metode grafice si grafo-analitice, etc. In continuare ne limitim
la citeva metode de calcul direct a campului electrostatic.

Metoda superpozitiei (suprapunerii efectelor).

Se pleaca de la expresiile intensitatii campului electrostatic si potentialului
produs de o sarcina punctiformd q intr-un punct P din spatiu (in vid sau aer) la distanta
R de sarcina,

= 1 q = . I q
E(P)= -—R, respectiv V(P)= . 1.15
( ) 4me, R’ P (P) 4ne, R ( )

In cazul a n sarcini punctiforme, aplicand principiul superpozitiei, rezulta:

. 1 n . ' 1 n
E= q—"Rk, respectiv. V= Qi (1.16)
dre, = R, 4re, =R,
Daca sarcina electrica este repartizata pe un domeniu ) oarecare (volum V,
suprafatd S sau pe un fir subtire /) cu densitatea corespunzatoare p,, (py, ps, p1), sarcina
elementara dq = p,,dD va determina intr-un punct la distanta R campul si potentialul

= 1 = 1
dE = d—%R respectiv, dV = ﬂ
4ne, R 4ne, R

(1.17)

Intensitatea campului si potentialul se determind in final prin integrare pe domeniul
respectiv. In cazul general, cAnd avem sarcini distribuite in volumul corpurilor cu
densitatea py, pe suprafata corpurilor cu densitatea ps, pe corpuri filiforme cu densitatea
pi, cat si n sarcini punctiforme q, relatiile de calcul pentru intensitatea campului si po-
tentialului intr-un punct la mare distanta de sarcinile care ocupad un domeniu finit sunt:

— 1 p p Jx
E= —5dv+ | 2-dA+ dl+ R 1.18
4me, |3, R’ Z (119
V= jp—VdV+Ip—VdA+I&dl+Zq—k . (1.19)
4me, A R g R 1 R e~ R,



Calculul cAmpului folosind legea fluxului electric (teorema lui Gauss).

Metoda se utilizeaza pentru campuri care prezintd simetrie. Se determina intai
intensitatea campului utilizdnd relatia data de teorema lui Gauss (legea fluxului electric
in vid)

§Ed§=q—z, (1.20)
) €
in care g este sarcina electrica din interiorul suprafetei inchise X si apoi se calculeaza
potentialul electric cu relatia de definitie.

Metoda bazata pe teorema potentialului electrostatic.
Se calculeazd mai intai potentialul electric cu relatia de definitie sau aplicand
principiul superpozitiei si apoi se calculeaza intensitatea campului electric cu relatia

E=-gradV . (1.21)

Metoda nu se aplica decat pentru distribufii de sarcind pe corpuri cu dimensiuni finite
pentru care se poate considera ca potentialul punctelor de la infinit este nul,V,. = 0.

Metoda rezolvarii ecuatiilor lui Laplace si Poisson.
Se pleaci de la forma locali a legii fluxului electric, divD = p_, respectiv
oD, JD, oD
+ +
ox oy 0Oz

L=p.. (1.22)

Pentru medii dielectrice liniare, izotrope, fard polarizatie permenentd este
valabili relatia D = ¢E asfel ca ecuatia (1.22) poate fi scrisa sub forma

OE, OE, OE, p,

Ly 4= (1.23)
ox Oy 0z ¢
o . . . ov oV
Utilizand relatiile date de gradientul de potential, E, =——,E =—— E = —a—V, se
ox oy 0z
obtine ecuatia Poisson scalara pentru campul electrostatic
OV OV OV _ p, |24
ox* oy’ oz’ e |’ (1.24)
sau simbolic AV =-Pv , (1.25)
€
0’ 0* 0’
unde s-a notat cu A =——+——+—— operatorul Laplace.
ox° 0oy~ 0z

in domeniile in care lipsesc sarcinile electrice (p, =0), obtinem ecuatia lui
Laplace pentru campul electrostatic:

2 2 2
0 \2/ L9 \2/ 2 \2/ =0 respectiv simbolic, AV =0. (1.26)
0x oy 0z

Rezolvarea ecuatiilor Poisson sau Laplace se poate efectua numai de la caz la
caz, folosind metode in general aproximative. De exemplu, in cazul unui camp plan

-10 -



paralel cum ar fi cel al unui condensator plan cu distanta dintre armaturi d foarte mica,
2

ecuatia lui Laplace este —— =0 care, prin doud integrari consecutive, duce la solutia

V=K,x+K,.

Constantele K; si K, se determina din conditiile la limita: pentru x = 0, V(0) = 0 si
pentru x =d; V(d) = U (tensiunea dintre armaturi), de unde rezultd: K, = 0, K; = U/d.
Potentialul unui punct oarecare din dielectricul condensatorului plan este:

V= % x, x fiind distanta de la punctul considerat la armatura negativa.

1.1.2. APLICATII SI PROBLEME

1.1.1. Sa se determine campul si potentialul produs in vid de o sfera metalica de
raza a, uniform incarcatd cu densitatea de sarcina ps (fig.1.1).

Cimpul electric determinat de sfera incarcatd uniform cu sarcind electrica
prezintd simetrie sfericd. Astfel, liniille de camp sunt radiale si valoarea intensitatii
campului este aceeasi in fiecare punct de pe suprafata unei sfere concentricd cu sfera
incdrcatd cu sarcini electricd. In acest caz se poate aplica teorema lui Gaus, alegind
suprafata inchisa £ de forma sferica, de raza curentd R, concentrica cu sfera.

Pentru punctele din exteriorul sferei avem:

| ﬁEdK Gz
L e

In orice punct de pe suprafata 3., vectorii E, si
E: dA sunt colineari, astfel ci produsul scalar este egal cu

dA produsul modulelor si [E,

&E dA=E §dA E, -47R’
Sarcina gs. este sarcina din interiorul suprafetei
Y., egald cu sarcina sferei de raza a,

Qs. = Ay -ps =4m-a’ ps.

Inlocuind in ecuatia initiala, avem:

2 2
E..4nR2 =T Ps g _Psd
80 80 * R
care poate fi scris cub forma
1 4m-a’-pg 1 q =
E. = . — = E. = —-R.
4mg, R 47t80 R

Potentialul punctelor din exteriorul sferei se calculeaza cu relatia de definitie a
potentialului, integrand de-a lungul unei linii de camp care este radiala

v, J.EdS—J.EdR p. - fd—lz_psa L
€ R g R

Pe

-11 -



sau, Ve:4n-a2psl: ! ﬂ’
dng, R 4mg, R
Expresiile obtinute pentru intensitatea cimpului si potential sunt identice
expresiile acestor marimi pentru o sarcind punctiforma situata in centrul sferei de
valoare egald cu sarcina totala a sferei.
Calculul campului in interiorul sferei se face iIn mod similar, aplicand teorema
lui Gaus suprafetei sferice Zi, concentrica cu sfera de raza a (fig.1.1)

ﬁﬁidK:%, dar cum q;, =0= E; =0.
€9 ‘
Z;

Potentialul punctelor din interiorul sferei,

v, =IEd§=IE-d§+IE-d§=@
P; R; a 80

este constant, egal cu potentialul punctelor de suprafata sferei.

/Ee
Vi _ ]
\\
Vo=~2>
. E=0| =~ TTT==—=—-
' 0 a R

1.1.2. Sa se calculeze campul i potentialul produs in vid de un conductor drept,
filiform, infinit lung, incarcat uniform cu densitatea de sarcina p, .

in cazul conductorului drept, infinit lung, incarcat uniform cu sarcind electrica,
linille de camp sunt radiale, situate in plane perpendiculare pe conductor. Campul
prezinta simetrie cilindrica, astfel ca se poate aplica teorema lui Gauss, alegand
suprafata inchisd ¥ de forma cilindrica, coaxiald
cu conductorul ca in figura 1.3.

fE.da-T,

z 80
Integrala este nuld pe suprafetele bazelor
cilindrului deoarece vectorii E,sidA sunt perpen-

diculari pe aceste suprafete. Integrala din mem-
brul sting se reduce la suprafata laterald S; a

cilindrului X unde vectorii E,si dA sunt colineari,

IEdK:EVIdAzanl-EV.

S S

-12-



Sarcina electricd gy este sarcina conductorului pe lungimea /, q; = p, /. Inlocuind
in ecuatia initiald, se obtine:

p, R

_pl _p L i i
2nR[-E, = =E, = respectiv, vectorial E, e R

€ v 2me, R

Potentialul intr-un punct oarecare P se calculeazd cu relatia de definitie,
integrand dupa o linie de camp,

_PO_ __R() ~ pl R()d_R_ pl &
_J.EVdS_J.EVdR_2n80 R _2nsolnR’

numit potential logaritmic.

Pentru doud conductoare drepte C;, C, (fig. 1.4) paralele, infinit lungi, Incarcate
cu sarcini egale si de semn contrar +p, i —p, se aplica principiul suprapunerii efectelor:

= = = p (R, R
E,(P)=E,(P)+E.(P) = ngo(§ - ii] :
1 2

V(P) = V,(P) + V,(P) = (m——mR]— P R

2
+p; —pP1
Fig. 1.4.

2ne, R,

1.1.3. Sa se determine campul si potentialul produs in vid de un plan infinit
extins, incarcat uniform cu densitatea de sarcina p,.

Se aplica principiul suprapunerii efectelor: un element de suprafata dA din plan,
care n coordonate polare este de arie dA = p-dp-dO (fig. 1.5), cu sarcina elementara

dq = p,dA =p,pdpdo,
determind in punctul P la distanta R, campul elementar
— 1 dqg R
dE, = 4me, R2 R

cu componentele dE, dupa directia

normald si dE, paraleld la suprafata
suprafata planului. Este evident ca, in
orice punct din afara planului, campul
este produs numai de componenta
normala:

pspdpdo
dng, YT R
pdpdO
R’

dE,, =dE, cosa =

E, =E, J‘dEvn— Ps Icosoc
nsos

Se aleg ca variabile de integrare
unghiurile o si 6. Din fig. 1.5, se poate
scrie,

- 13-



h h
p—h-tgoc:dp—coszadoc, ﬁ—cosoc.
si inlocuind, rezulta:

hsi h ’ )
Ps §cosoc S 208 OLdoc do = Ps J.smocdcxde

E, =P :
4mey coso. cos’o d? ney

/2

Ps sin ocdocJ‘ do=

47'[:()
0

Se constata ca intensitatea campului nu deplnde de distanta h fatd de plan. In
concluzie, in cazul unui plan considerat infinit extins, incdrcat uniform cu sarcind

electricd, campul electric uniform, orientat dupa directia normala la plan.
Potentialul electric intr-un punc oarecare, la distanta h de suprafata planului este

v

Py ho

V(p)zjidgz Ps 3o-dh= b 3o-{ho=h).

Daca se considera punctele de referintd Py de potential nul situate in plan,

Ps
V=—-—h.
280
1.1.4. Sa se determine campul si potentialul produs de un conductor drept,
filiform, de lungime finita, incarcat uniform cu densitatea de sarcina p,;.
Se aplica si in acest caz principiul superpozitiei. Elementul de lungime ds

produce in punctul M campul elementar (fig. 1.6),

dE 1 pl ds R ’
4)\ 4ne, RZ R
(12 \
ds \; care poate fi descompus in componentele normala,
R respectiv tangentiala (paraleld) la conductor:
S o \\\ o
AN il . 1 )
a M dEiv? 1 dE,, =dE,sino = il gs sin o,
oy P 4mg, R
AEL—NE,
~ 't dE,, =dE, cosa = ! p,ds cosa
Fig. 1.6 Se alege unghiul o variabild de integrare si
i inlocuind,
I sina
s=a-ctgo, ds = —— do s1 = =——
g sinfa © R a
se obtine:
dE,, = — P sina da, respectiv dE,, = P cosa dot .
47e,-a 4me, n

o

I . _ P
E,. = Ins.a J‘ sin audo, = Ins,

T—ay

(cosay +cosa,)
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o

pP: J‘ Pr (. .

E,.=- cosa doo=-——(sin o —sin o

"7 4me,a 4n80a( : 2)
E, =+E%, +E2 =—L[(cosa, +cosa, ) +(sino, —sina, )* =
4me,a
P o) +a,)
=———4/2 1+cos a;+a c
4n \/ (o +at, )] 2me, a 2
Cazuri particulare

¢ pe mediatoarea conductorului, oy, = o, = a.,

E, = P cosa=E,,, E,=0.
2nea

e conductor infinit lung, oy, = a, =0,

__pbr _ _
Ev_zngoa_Evna Evt_o-

) T
e la unul din capete, o, =5, o, =

3>
5 =g treo{§oe)| s3]
E,. = 212;,21 cosa, E, = 272;,21 (1 —sin oc).
Potentialui in punctul M:
et it e -
o 3

1.1.5. Sa se calculeze forta de interactiune dintre doua fire rectilinii, paralele,

de lungime [, situate in vid la distanta a unul fata de altul, avand densitatile lineice de
sarcind p; $i p;,.

Asupra unui element de lungime dx din firul @ o 4{;\\ ® 3
cu sarcina dq, = ppdx (fig. 1.7) se va exercita forta N l_ll
E, = dqul2 cu componentele: S
a ~f ldx
/ A
dF2n = proEwnndx,  dFy = pipEwpdx 7
Se utilizeaza rezultatele de la problema ante- 5 ,//
rioard. Astfel, componentele cAmpului creat de firul © v
in punctele unde este plasat firul @ se sciu: O //’ o/l
Fig. 1.7
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Evn]2:2p (cosay +cosa,)= p‘{ X I=x }

e, a 2me, \/x 432 \/a + 1 x)2
Eup = 27%;] - (sin oy —sin a,) = 27?;2 L/X a+ . \/ al : }
0 od a + X

Componentele fortei ce actioneaza asupra firului @ se determina astfel:

L L
P2Pn X [—x
Fui :J.dFIZn = J. =
A ane,ad| Va2 +x? \/a +(1- x)2

l / 2
_PnPn [m‘;_ /a2+(l—x_)2 ‘J:Plzpn [ 1+a__g}

4me,a 4me, a 21

I I
Pi2Pn 1 1
Flzzj.dFlzz J. - dx |=
t 0 t 4me,a ) x/a2+X2 \/a2+(l—x)2

_Pnrpn [hq‘ +ya? +(1-x)

~dnca +h1‘1 x++a?+(1-x)

o

Forta este normald pe conductoare si determina respingerea firelor daca sarcinile
au acelasi semn, p; -p;, > 0. Forta specifica (pe unitatea de lungime):

E,., _Pu-pr a_z_g
e === (\/le z]'

Daci firele sunt infinit lungi (/ — )sau />>a,

£ 1 Pu-Pr2 P/z
20 ¥5re a

1.1.6. Sa se determine intensitatea campului electric intr-un punct oarecare de
pe axa unei spire circulare de raza a situata in vid, incarcata uniform cu densitatea de
sarcina lineica p,.

Din motive de simetrie, vectorul E intr-un punct P de pa axa Ox nu are decat

componenta in lungul axei, dE, = dE cosa (fig. 1.8).Un element de lungime ds al spirei
determind in punctul P de pe axa spirei

campul elementar z
dE = 1 p;ds . do
471180 R2 0 /ﬁy
Utilizand relatiile, ds =ad6, R* =a’ +x°, A R B
a P dE, «x
avem Y s
(X,O:(NJ
dE, =L Padd o 2/ P dE |
* 47'[80 32 + X2 )
r
Fig. 1.8.
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Se inlocuieste cosa = % = % si obtinem
va'+x

_ pa X
dE,  4re, (a2+x2)3/2 do

Prin integrare dupa unghiul 0, se obtine

= _ 7 T p,a J‘ p,a X -
E=i-E,=i do=
280 az+x)3/2

Potentialul se calculeazd mai simplu cu relatia

1 pids p;a
47[80 R 280\/32 + X2 .

Vo) =

Intensitatea campului se mai poate calcula utilizand gradientul de potential,

6\/ _p:a X -

E=E,=-gradV =- o 280(a2+x2)3/2l.

1.2. CALCULUL CAPACITATILOR ELECTRICE

1.2.1. BREVIAR DE CALCUL AL CAPACITATILOR ELECTRICE

O Capacitatea electrica.

Pentru condensatorul cu dielectric liniar, omogen si izotrop la care armaturile se
incarcd cu sarcini electrice egale si de semne opuse, teorema capacitdfii electrice se
enuntd astfel: raportul pozitiv dintre sarcina electrica a uneia dintre armaturi q;(qz)
prin diferenta de potential fata de cealalta armatura V,—V, (V>— V), este independent
de valorile sarcinii sau diferentei de potential §i se numeste capacitate electrica C:

q q> q; qd>
C= = sau C=—=—+ 1.27
V] - Vz Vz - V] U12 U21 ( )

unde U,, =V, =V, respectivU,, =V, =V, este tensiunea dintre armituri. Cum
q, =—q, =q, se poate scrie mai simplu:

=4
C= U (1.28)

In figura 1.9 se prezinta simbolurile grafice utilizate C
pentru condensatoare, astfel: fig. 3.1,a) pentru conden- +q | =9
satorul de curent alternativ (nepolarizat), iar in fig. 3.1,b) a) \J‘L/’f
pentru condensatorul de curent continuu (polarizat).

Unitatea de masurd a capacitatii electrice se C
numeste Farad (F). In sistemul international de unititi de b) Ll Y

masura (S.1.), un farad este capacitatea unui condensator w

care la tensiunea de 1V intre armaturi se incarcd cu
sarcina de 1C . Fig. 1.9.
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In practica se utilizeaza submultiplii faradului:
- microfaradul, 1pF = 10°F;
- nanofaradul, 1nF=10"7F;
- picofaradul,  1pF = 10"?F.
Calculul capacitatilor condensatoarelor simple se face in urmatoarele etape:

1) se presupun armaturile incarcate cu sarcini egale si de semn contrar:
Q=9 92=-9q;

2) se calculeaza intensitatea campului electric E intr-un punct oarecare dintre
armaturile condensatorului;

3) se calculeaza potentialele armaturilor V,, V, sau tensiunea electrica dintre
armaturi,

2
U]2=V]—Vz=jid§;
1

9
U
Ca exemplu se prezinta calculul capacitatii condensatorului plan idealizat.
Un condensator plan este format din doud armaturi plane paralele de arie A, care
sunt asezate la distanta d, mica fatd de dimensiunile placilor; intre placi se gaseste un
dielectric de permitivitate € (fig. 1.10). Se considera cazul in care dielectricul este liniar,
izotrop si omogen, iar liniile de camp electric sunt perpendiculare pe suprafata
armaturilor. Un astfel de condensator plan este numit condensator plan idealizat.

4) se calculeaza capacitatea condensatorului cu relatia de definitie, C =

Etapele de calcul sunt: d
-seconsideraqi=q,qx =—q; ) @
- intensitatea campului electric intre armaturi se poate B
determina utilizand legea fluxului electric sub forma ~ +tq 1
jSEdK =% 5
€
z
unde X este o suprafata inchisd care Tmbracd strans una
dintre armaturi. Rezulta astfel E = g-LA; U
- tensiunea intre armaturi este Fig.1.10.
2 2
U, = | Eds =Iid§ -4y,
2 I eA eA
1 1
Expresia capacitatii condensatorului plan este
9 _tA
C U,=d - (1.29)
Daca dielectricul este constituit din n straturi T A
aralele cu armaturile avand grosimile dx $i permi-
ﬁvitétile ex (fig. 1.11), campul elgctric in stratulsk gind %%;%%%ﬁﬁ:%%f_é/ €k, i
> ) . % 7477#‘&@1/\724\7«/—‘(72&
Ek = = s
& &A Fig. 1.11.
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diferenta de potential dintre armaturi rezulta

d
V, - _[Ek -ds, = g S—'k‘
k=1 1 k=1
Expresia capacitdfii condensatorului plan cu dielectric neomogen rezulta:
c=-A

o

® Calcul retelelor de condensatoare

(1.30)

Capacitatea echivalenta C. a unui sistem de condensatoare este datd de
raportul dintre sarcina absorbita de la sursa pe la una din borne §i tensiunea sursei, daca

inifial toate condensatoarele erau descarcate.
Capacitatea echivalenta a condensatoarelor conectate in serie:

L3l

Cazuri particulare:

- pentru doud condensatoare C,, C, conectate in serie, C, = Ci-C ;
C +C,

- pentru n condensatoare de aceeasi capacitate C, = % .

Capacitatea echivalentd a condensatoarelor conectate in paralel:
Cc=) G
k=1
Transfigurari stea — triunghi / triunghi — stea (fig. 1.12)
(1) (1)
C]2
Csi
@ (3) ) 1
Fig. 1.12.

(1.31)

(1.32)

La transfigurarea stea — triunghi, calculul capacitatilor circuitului echivalent in

triunghi se face cu relatiile [12]:

C] 'C2

) G -G
C+C,+GCy°

_ . C3'C1
G +Cy+ Gy

Ciz = TC+C,+Cy

Cy Cs

-19-
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La transfigurarea triunghi — stea, calculul capacitatilor circuitului echivalent in
stea se face cu relatiile [12]:

C]ZCSI
Cy

C]2C23

C] C]2 +C3| + C3

; CG=Cp+Cy+

; GG=Cu+C5 +

C:Ci (34
2L (134)

Teoremele lui Kirchhoff pentru retele de condensatoare.

Analog teoremelor lui Kirchhoff pentru retelele electrice avem relatii de calcul
pentru retelele de condensatoare in regim electrostatic.

Astfel, corespunzator teoremei a I-a Kirchhoff, suma algebrica a sarcinilor g; ale
armaturilor condensatoarelor legate la un nod (k) al unei retele de condensatoare este
egald cu suma algebrica a sarcinilor initiale gjo ale acestor armaturi:

D a=D a0 (1.35)
je(k) je(k)

Corespunzator teoremei a IlI-a Kirchhoff, pentru un ochi al unei retele de con-
densatoare, suma algebrica a tensiunilor la bornele condensatoarelor este egald cu suma
algebrica a tensiunilor electromotoare ale surselor din laturile ochiului respectiv:

D Ue =) U (1.36)

j€[m] je[m]
sau chj =30, (1.37)
j€[m] je[m]

1.2.2. Aplicatii

1.2.1. Sa se determine capacitatea condensatorului cilindric, reprezentat in
figura 1.13. Condensatorul este format din doua armaturi cilindrice circulare,
concentrice, de raze R, si R,, de lungime [. Intre armaturi exista un dielectric cu

permitivitatea € .
Se presupune ca (R, — R, )<< ceea

ce permite sd se considere sistemul
cu simetrie cilindricd si astfel
campul electric dintre armaturi
poate fi aproximat cu un camp
radial, omogen, neglijand efectul de
margine.

Etapele de calcul:

1. Se presupun armaturile incarcate
cu sarcini egale si de semn contrar,

gi=+¢ 9. =—q
2. Campul electric dintre armaturi
este radial i prezintd simetrie

cilindrica. Se aplica legea fluxului
electric unei suprafete inchise X

Fig. 1.13.
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cilindrica, derazd R, R, < R < R,, concentricd cu armaturile,
j;ﬁ dK:qz, 5=8-E, §dezqf

Pe suprafata laterali a cilindrului =, E si dA sunt omoparaleli, E = const., iar

pe baze E si dA sunt ortogonali (E L dA). Rezulti astfel:
j‘)EdA _[EdA E_[ dA = 2nRA-E

qz = J.deA = J. 27CRih = q%,
S; S;
Eegh . F__49 R
2nRh E—qlg = E_2nglR R
3. Se calculeaza tensiunea electrica dintre arméturi'
2 R.
[ dR ¢ R,
U,Z—IEds—IEdR j — 5l
4. Se calculeaza capacitatea condensatorulul,
_q_ 2mel
C= U= - R,
R;

Exemplu clasic de condensator cilindric este cablul coaxial. In practici se
utilizeaza relatia care da capacitatea specifica in uF/km .

g _g-10°-10° g WF
Bt = 000 ™ gm0 M 36x ke
=2 & \F/km.
nRe 18 Re
R; R;

In cazul unui condensator cilindric cu » straturi de dielectric, pentru stratul dintre
suprafetele de raze R, si Ry, avind permitivitatea &, si lungimea /, avem,

n R

-9 R, <R< = I 4N 1R
Bi =5y RkSR<Ru, Un= Z EdR =022 o g,
Ry
. 2r

sirezulta

Z gklk Rk+l

Se observa cd intensitatea cdmpului din fiecare strat este invers proportionald cu
&,1;, R . Pentru a uniformiza campul electric se pot modifica fie ¢, fie [, . Aceasta
este necesar in cazul executarii unor izolatii cu straturi de dielectric sub forma de coji
cilindrice, ca de exemplu la trecerea unei bare conductoare sub tensiune printr-un
perete. In acest caz straturile de dielectric au lungimi diferite, intre straturi fiind
introdusa o foaie metalizatd. Daca dielectricul este acelasi, conditia de uniformizare a
campului se va pune pentru valorile maxime.
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Cond. sub tensiune _|

Ri| Ry R3|R4

()
Y J

ly
5
[
[

Fig. 1.14.

Considerand exemplul din fig. 1.14 pentru o izolatie cu 4 straturi, avem:
Elmax = EZmax = E3max == E4max f— Rlll = RZIZ == R3l3 == R4l4,

deoarece, Eimex = 2%% pentru R=R,,k=1,234.
ktk

1.2.2. Sa se determine capacitatea condensatorului sferic reprezentat in fig. 1.15.
Condensatorul este format din doua armaturi
sferice concentrice, de raze R; si R. (fig. 1.15).
Etapele de calcul:
1) ¢1=q,92=-q;
2) Campul electric este radial, cu simetrie -
sferica. Se aplicd legea fluxului electric alegand

suprafata inchisa ¥ sferica, concentricd cu armaturile,
deraza R;<R<R,:

§E-dK:qf, Qs =q =4.
z
Pe suprafata X vactorii E si dA sunt omopa-raleli, E = const.,

fEdA=Efdr=4mrE=E=L I,
4e R
2 =

2
_[Egs- 4 [dR_a (1 _1).
3) U”_.[Eds_mrs.[ R _47'58(Ri Re)’
1 R;

_i_ RiRe
4) C_U|2 —47ISRe "R

Daca R, — oo, se obfine expresia capacitafii unei sfere conductoare izolate.
C =4ne- Ri .
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1

~9-10°m mult mai mare decat
47e,

Pentru a obtine capacitatea C =1F rezulta: R; =

raza pamantului (6.371-10°m)

1.2.3. Sa se determine sarcinile condensatoarelor din circuitul reprezentat in fig.
2.6, in urmatoarele doua situatii:
a) K; se inchide, K; inchis pe pozitia ©
b) se comuta K; pe pozitia ©.

Cazul a). Schema circuitului este prezentatd in figura 1.17,a). Reteaua are 3

noduri si 2 ochiuri. Sarcinile pot fi D Ki Ci||
determinate din sistemul de ecuatii . /—|| 2
corespunzator celor doud teoreme ale
lui Kirchhoff. @
TIK: Cs
(1) —qi—q3+q4 =0 E |+
® <
(2) i+q2—q4=0 /
T2K: C, E,
. U

@,

Fig. 1.17.

Se rezolva sistemul de ecuatii si se determina sarcinile qi, q2, q3, q4 care vor fi
sarcini initiale pentru cazul b);

Cazul b). Schema circuitului este cea din figura 1.17,b). Ecuatiile corespun-
zatoare teoremelor lui Kirchhoff se scriu tindnd cont cd in acest caz condensatoarele
erau Incarcate cu sarcinile initiale stabilite in cazul anterior.

TIK: (1) —q1—q5+q5=—q —q3+q4;
(2) q1-q2+d5=q—q +q;.
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T2K [1] g—‘]—g—zzo;

Q2 Q3 Q4
[2] C2 C3 C4 E2

Prin rezolvarea acestui sistem de ecuatii se determina sarcinile q},q5,q5,q4.

1.2.4. Se considera cinci condensatoare C;, C,, C;, Cy4 Cs grupate ca in fig.
1.18. Intre bornele A si B se aplica diferenta de potential V, —V . Se cere:

a) Sa se determine conditia ca diferenta de potential la bornele condensatorului
Cs sa fie nula;

b) Sa se calculeze sarcina electrica adevarata cu care se incarca condensatorul
Cs daca se dau: C, =100pF; C, =200pF; C; =300pF; C, =400pF; C, =100pF;
V,— Vs =100V.

Se pot scrie urmatoarele relatii:
—41+93+95=0;
—4,+494 495 =0;
ql q3 V VBa
¢ Q
G G G
45 494 _ 95 _
G G G ’

din care se deduce:
Cs(C,C, —C,Cy) A
4= C(C+C, +C, +Cy)+ (G, +C)C, +C) A
Pentru cazul a) trebuie satisfacuta conditia

GG
c, C,°
relatie care este independenta de Cs.
-8
Pentru cazul b) rezultd q = —{)—7C

1.2.5. Patru condensatoare identice sunt legate ca in fig. 1.19 §i sunt conectate
la bateria B. In primul caz intrerupatorul K, este deschis,
iar intrerupdtorul K, inchis. In al doilea caz intrerupatorul
K, se deschide, iar intrerupatorul K, este inchis. Se cere

se se calculeze diferenta de potential la bornele fiecarui
condensator, stiind ca diferenta de potential la bornele _ _|
bateriei B este de 9 V. A

Fie C capacitatea fiecdrui condensator. Diferenta de E

potential la bornele condensatorului C;, C, sau C; este

we)]
I

F1g.1.19.
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V' =3V, iar sarcina fieciruia q' = CV’, atét timp ct se respecta primul caz. In al doilea
caz, sarcina q' a conden-satorului C, se imparte in parti egale intre condensatoarele C,
si C4; q"=1/2q'=1/2CV', in timp ce sarcinile si diferenta de potential a celorlante
condensatoare, C; si Cs;, raman aceleasi. Diferenta de potential la bornele conden-
satorului C,, care este egald cu C4, se va micsora, datoritda micsorarii sarcinii de la
valoarea q' la valoarea q':

1.2.6. Se dau doua condensatoare conectate ca in fig. 1.20, fiind initial
neincarcate. Urmeaza incarcarea lor printr-o manevra ce consta in doud etape:
comutatorul K se pune mai intdi pe pozitia O si apoi se trece repede pe pozitia . Se
cere sa se calculeze tensiunea la bornele condensatoarelor si sarcina acestora dupa n
manevre complete.

Se observa ca, de fiecare data, pe pozitia @ conden- Q

satorul C; se incarca la sarcina q, =C,U,. Daca notam u® K

tensiunea comuna la bornele celor doud condensatoare, dupa
terminarea manevrei k, din legea conservarii sarcinii electrice U, <D C C, =
rezulta:

q¥=qy+q |

sau c c Fig.1.20.
() _ 1 (k-1) 2

U _UOC,+C2JrU C+G, M)

(k1)
2

daca se are in vedere ca pe pozitia @ cele douad condensatoare se afla in paralel.
Scriem relatia (1) pentru k =1, 2, 3,...,n, tindnd seama ca U9 =o:

G

U(]):UOC1+C2+0 !

C +C
2 _ G n_ G =12
U=tV e ra C

2
3 _ C e G, C +GC,
U=UeiatVerg ( &
() G w-n_ G, n-1
U UOC]+C2+U Cic (c,gczj
2

2
Inmultim pe rand ambii membri ai egalititilor respective cu 1, (C‘ g CZ), (C‘ g Cz) s s
2 2

n-1
(%) si adundm membru cu membru obtinem:

2
n-1 n-1

m (Ci+C, _ G C +G C +GC,

U ( c, ) —UOC]+C2{1+ c, +...+ G

sau
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. - (C, + Czjn )
u®. C+GC -U G G, _ UG, |[(C+G _1
C, °C, +C, 1_C1+C2 C+GC, C,

G

() _ (.C Y
U _U{l(Q+CJ}.

¢M=C U o =C,un.

respectiv,

Se observa ca, lim Ut = U,.

n—ow

1.3. CALCULUL CAMPULUI ELECTROSTATIC
CU METODA IMAGINILOR ELECTRICE

1.3.1. METODA IMAGINILOR ELECTRICE

Metoda imaginilor electrice este 0 metodd de calcul indirect a campului electric
dintr-un domeniu dat pe baza observatiei ca acest camp nu se modificd daca se mentin
conditiile sale de unicitate. Practic se urmareste ca anumite conductoare la care este
limitat domeniul, sau un mediu dielectric inconjurator domeniului, sa se inlocuiasca —
cu mentinerea conditiilor de unicitate — printr-un dielectric omogen in care sunt plasate
corpuri punctuale sau filiforme uniform incdrcate cu sarcini electrice. O astfel de
menginere a conditiilor de unicitate este posibila doar in unele cazuri particulare in care
intervin simetrii.

Conditiile de unicitate care determind in mod univoc campul electric intr-un
domeniu Dy limitat de o suprafatd inchisd X in care mediul este liniar si izotrop,
caracterizat de o permitivitate absolutd € cunoscuta in fiecare punct, se refera la [ |:

a) conditiile de frontiera - potentialul sau componenta normalda a inductiei
electrice pe suprafata X care delimiteaza domeniul;

b) “sursele” campului din domeniu care pot fi:
- sarcinile corpurilor punctuale incarcate;
- sarcinile sau potentialele conductoarelor;
- densitatea de volum, de suprafatd sau de linie ale distributiilor de
sarcini electrice;
- polarizatia permanenta.

Astfel, daca intr-un mediu dielectric omogen in prezenta unei suprafete
conductoare S avem n sarcini punctiforme, fig. 1.21,a), acelasi camp electrostatic se
poate stabili (pentru domeniul in care sunt plasate sarcinile initiale) si in cazul repartitiei
de sarcini din fig. 1.21,b). Daca acestea vor fi astfel alese ca valoare si astfel dispuse in
spatiu, incat suprafata S sa ramana echipotentiala, mediul din interiorul suprafetei fiind
de aceasta datd identic cu cel din exterior. Aceastd noud repartitic va determina acelasi
camp 1n exteriorul suprafetei S, condifiile de unicitate pentru acest camp (potentialul
suprafetei S si sarcinile punctuale) ramanand aceleasi.
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Vs = const. i _}/s =const.

oq ,"’ qie N, od
°qQ, ) q'zo | o (
_ 4 ’. gie 1 °g
°qn g ©F e
S ()
a) b)
Fig. 1.21.

Sarcinile qj se numesc sarcini imagine in raport cu g;, i invers, deoarece daca
suprafata S este un plan, acestea sunt plasate in punctul corespunzator imaginii optice
intr-o oglinda plana.

Se considerd, pentru exemplificare, o sarcind +(q
electrici punctiforma q situatd la distanta d de un @
conductor plan infinit (fig. 1.22). Se considera punctele :
de la infinit de potential nul. In acest caz suprafata de !
discontinuitate S este suprafata conductorului. Metoda S
imaginilor electrice se aplicd suprimand conductorulde 7777777
suprafatd S si extin-zand la infinit domeniul dielectric
de permitivitate ¢ in care se afla sarcina +q. Pentru a
pastra neschimbate conditiile de frontiera (suprafata S
sd ramana echipotentiald), se introduce sarcina fictiva q,
imaginea sarcinii q fatda de suprafata (S). Deci, Fig. 1.22.
conductorul se inlocuieste cu sarcina imagine —q situata
la distanta d de suprafata conductorului (S). Potentialul V in orice punct al domeniului
dielectric de permitivitate € si campul electric E sunt stabilite de sarcina punctiforma q
si sarcina imagine —q:

1) = Ri R
ve—d4 - b E-_4 2 22 (1.38)
4-r-¢\R, R, 4.-7-¢\R] R
Prin superpozitie, campul electrostatic din dielectricul de permitivitate constanta
al unui sistem de sarcini punctiforme g, o
(k=1, 2,...,n) situate la distantele dix de semi- i

spatiul conductor se calculeaza introducand
imaginile —qx la distantele —d,

Py T
1. L dy g |
“4me Zq [le R2kj 5 5 V=0

(1.39)
. {le Rk ]
R} R3,
in cazul unui sistem de n conductoare
filiforme, drepte, infinit lungi, dispuse paralel

cu semispatiul conductor (pamantul, de
exemplu) si incarcate cu sarcini distribuite

5__ 1
E_4
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uniform cu densitatile py, metoda imaginilor electrice se aplicd similar inlocuind
conductorul masiv cu conductoarele filiforme imagine incarcate uniform cu densitatile
de sarcina —py (fig. 1.23). Si in acest caz potentialul si campul electric intr-un punct
oarecare P din domeniul in care sunt situate conductoarele se calculeazad prin
superpozitia potentialelor si campurilor create de conductoarele reale si de imaginile lor.

Rezulta astfel:
1 N R,
vk Sl
2TC8 = P n Rk

= 1 Zn: [Ek R«
= e Wh—?‘—7%
2me — Rk (R )

k

(1.40)

Paralel cu cilindrul circular conductor de raza R, infinit lung, se gaseste la
distanta D de axa cilindrului in dielectricul de permitivitate constanta € un fir F incarcat
uniform cu sarcina electrica de densitate p; (fig. 1.24).

Fig. 1.24.

Pentru calculul campului, metoda imaginilor electrice se aplica suprimand
conductorul si introducand in locul acestuia firul imagine F' incdrcat uniform cu
densitatea sarcind —p; si plasat la distanta d de axa cilindrului in planul format de
aceasta cu firul F.

Deoarece suprafata cilindrului £ este echipotentiala inainte si dupa suprimarea
conductorului, distanta d se poate calcula din conditia ca potentialele a doud puncte
oarecare $i, in particular, a punctelor M si N de pe suprafata X, sa fie egale Vi = V.
Potentialele acestor puncte se determind prin superpozitie, fiind create de firul real F si
de imaginea sa F":

P R-d .
Y=o DR

Pi R+d
=—In .
Vn 2ne D+ R

Din egalarea acestor potentiale se determina distanta d:

_ 2
R-d _R+d _ , R’

= = (1.41)
D-R D+R D

Distantele firelor F si F' fatd de axa cilindrului satisfac o relagie de inversiune,
puterea de inversiune fiind egala cu patratul razei cilindrului.
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1.3.2. RELATIILE DE CAPACITATE ALE LUI MAXWELL

Prin ecuatiile de capacitate ale lui Maxwell se inteleg relatiile dintre potentialele
si sarcinile unui sistem de n conductoare situate intr-un mediu dielectric omogen, liniar
si izotrop, fard polarizatie permanenta. Exista trei forme ale acestor ecuatii.

a) Relatiile lui Maxwell cu privire la coeficientii de potential.

Vi =pudi +pnqy + .. +pP;q; + .. + Pinns
V, =pudi +pnds +.... +P2q; t...ee + P2nns

(1.42)

Coeficientil pj = py; sunt independenti de sarcinile electrice si densitatile lor; la
permitivitate data, coeficientii py; depind numai de configurafia geometricd a sistemului
de conductoare si se numesc coeficienti de potential.

b) Relatiile lui Maxwell cu referire la coeficientii de influenta

4G =yuVit+tynVo+o+ v Vit + 7,V
Qo =YaVi ¥ Vot +yu Vi + 472, V,

(1.43)
(:1J :Yj]V] +Y12V2 +...+'ijVk +...+anvn

Qo =YuVi T ¥ Vot ot Y Vi + oot Y Vi
unde: vy, pentru j# Kk, se numesc coeficienti de influenta electrica, iar 'y jj S numesc
coeficienti de capacitate proprie.

c) Relatiile lui Maxwell cu referire la capacitatile partiale

q, =C,,U, +C,U, +...+C, U, +...+4C,,U,,

(1.44)

q, =C, U, +C,U,+..+C, U, +..+C, U

n,n—1 n,n—1

in care: Cy =-v, >0, (k#]) se numeste capacitatea parfiala intre perechea de
conductoare j si k (Cy =Cyj); Cio=vj+vp+t ¥V ot ¥in, j=1 2,.un

este capacitatea partiala a conductorului j fatd de pamant (Vo= 0) sau fatd de ecran, in
cazul in care sistemul de n conductoare este ecranat.
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1.3.3. CAPACITATI iN SERVICIU

Liniile electrice aeriene si cablurile multifilare de transmisie a energiei sau de
telecomunicatii functioneaza in anumite condifii privind potentialele sau sarcinile
electrice care le incarca.

Capacitatea in serviciu Cgy intre conductoarele j s1 k ale unei linii sau cablu
functionand intr-un anumit serviciu este raportul dintre sarcina unuia din conductoare, j
sau k si diferenta dintre potentialul lui si al celuilalt conductor:

¢ q; 9k

Capacitatea in serviciu este o marime utild in studiul regimurilor de functionare
a liniilor sau cablurilor electrice numai daca relatia care o defineste este independentd
de potentialele celorlalte conductoare. In general aceastd conditie nu este satisfacuta si
indeplinirea ei necesitd existenta unor relagii intre potentiale, precum si a unor simetrii
in configuratia geometrica a sistemului de conductoare.

1.3.4. APLICATII SI PROBLEME

1.3.1. Sa se calculeze campul i potentialul produs de doua conductoare
paralele cu pamdantul incarcate cu sarcini egale si de semn contrar (fig. 1.25).
Capacitatea in serviciu a liniei bifilare aeriene (serviciul q,+q, =0).

Campul si potentialul produs de doud conductoare filiforme, paralele, infinit
lungi, incdrcate cu sarcinile + p;,, —p; se calculeaza pe baza suprapunerii efectelor asa

cum s-a aratat in pragraful 1.1.3,

P [Ri_Ra) . yy_ PRy

E_ﬁ(R_]Z_R_%) ,V—z—ngh'l?]

Se aplicd metoda imaginilor electrice elimi-
nand pamantul si introducand conductoare imagine
simetrice cu conductoarele reale fata de suprafata
pamantului, incarcate cu sarcini de semn contrar.
Campul si potentialul intr-un punct oarecare P din
spatiu se determind prin contributia perechilor de
conductoare 1, 1’ 512, 2' (fig. 1.25):

(O] f=N

|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
N

F_p (L, § b
E= + — — AR TR RTRITRRRTT R R RTRRRN
27'[ < I.2 rr2 2 2| I
1 2

_ P (g 2) s P B
Ve = 27t8(1n 1 +1nr§} 2n81nr]r§ :

[N Jf=N

Pentru a determina potentialele conductoa-
relor 1 si 2, se deplaseazd succesiv punctul P pe
suprafata fiecaruia dintre aceste conductoare:

— Pr In dD .
e D 4 ¢

Pel = V,
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2 2
Pe2 = V, =P pavD +d°

2me dD

Capacitatea 1n serviciu a conductoarelor fatd de pamant este

[ 2nel
Csi0 = qv]] = 0, & dD = i = Csz = Cs,

dD
In In
me gD’ +d® aVD’ 4

iar capacitatea In serviciu dintre conductoarele liniei bifilare este

q nel
S12 — \/] _ V2 - ln dD
RVD® +d’
In practici se utilizeaza capacitatea specifici data in puF/km.
, o MEE g,
si2 In dD dD

RVD? +d° RVD? +d°

1.3.2. Sa se determine capacitatea pe unitatea de Ilungime a doi cilindri
conductori foarte lungi, fig.1.26, cu axele paralele, de raze egale, R, =R, =a, distanta
dintre axele lor fiind D >2a. Cilindrii sunt situati intr-un dielectric omogen de
permitivitate & . Sa se determine apoi.:

a) capacitatea pe unitatea de lungime a unei linii bifilare aeriene subtiri

(D >> 2a), departate de pamant,
b) capacitatea proprie fata de pamdnt a unui cilindru gros, situat la distanta
H = D/2de pamant.

C =Cy/2.

puF/km .

Se utilizeaza metoda imaginilor, inlocuind cilindrii cu doua fire-imagini F; si Fa,
incarcate cu sarcinile p, si —p, pe unitatea de lungime, plasate astfel incat suprafetele
cilindrilor sa ramana echipotentiale (la distanta x de axele cilindrilor respectivi).

Potentialul determinat de perechea de
fire Fy, F» intr-un punct P are expresia:

V(P)= angp, lni—]2 +V,, (V, =const).

Suprafetele echipotentiale date de ecuatiile

/ sunt cilindrice, iar urmele lor in plane trans-
Fig. 1.26. versale pe cele doud fire sunt cercurile lui
Apollonius. Suprafetele conductoarelor reale,
pot fi deci echipotentiale in campul imaginilor, dacd pozitia acestora este convenabil
aleasa.
Scriem echipotentialitatea punctelor A si A', respectiv B si B,

k_rz _D-a—-x_nl D+a-x
Ty a—x ., a+x
A A

2
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A Ll a-x _ DLl _ a+x _ 1
" D-a-x 1|, D+a-x A
B B

Rezulta aceeasi conditie care poate fi scrisd sub forma

. . D [D C ek )
cu solutia admisa x =5 T—az (cealalta radacinad nu se admite deoarece x >a ).

Potentialele celor doua conductoare vor fi:

V=L +Vy=Lp—— 22

2ne 2ne D- D2_4a2+V0a

vV, =%mx2+voz—%mx]+vo =V, +2V,.

Tensiunea dintre cei doi cilindri este

2a

D-+D*—4a’

Capacitatea specifica (pe unitatea de lungime) a cilindrilor rezulta:

Ui =Vi= Vo =2(Vi= Vo)=L p/In

_ P _ e
s U]2 ].n 2a ’
D-+/D*—4a’

iar distanta dintre firele-imagini
d=D-2x=+/D>-4a’.

a) In cazul liniei bifilare la mare distanti de pamant (pentru a nu considera
perturbatia pe care acesta o aduce campului celor doua fire) si cu conductoare foarte
subtiri (D>>2a) se poate scrie:

2
D-D*—4a’=D-D,[1- %
D

sau dezvoltand in serie §i retindnd numai primii doi terment,

2 2
D- D2—4a2;D[1—(1—%+---ﬂz2i.

Rezulta pentru capacitatea specifica a liniei:

Co="% F/m=—5%_ uF/km.

nP2 36In D
a a
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b) In cazul unui cilindru gros situat la distanta H=D/2 de pamant (adici de un
plan conductor), calculul efectuat ca mai sus, dupd introducerea a doud fire-imagini,
duce la aceeasi expresie a potentialului (suprafata pamantului fiind planul de simetrie al
sistemului celor doua fire). Se obtine:

U]ZZV]_VO:&m;b]_ P 1y 2a

2me "2t p_.\D—4a>
unde D=2H,
27e
C, =L =
T U, In a
H-+VH’ -2’

Se observa ca Cy, =2C,, ceea ce se explica imediat daca se observa ca, in cazul
celor doi cilindri, se poate considera ca se pun in serie doua capacitati de tipul Cg, .

1.3.3. Sa se determine capacitatea in serviciu a unei linii bifilare de raza a,
reprezentata in figura 1.27, serviciul cu q, +q, =0.

Se cunoaste ca potentialul unui punct P din
apropierea unei linii aeriene monofilare, in prezenta
pamantului este dat de relatia:

_ prq. T
V(P)=V, e
r' fiind distanta din punctul P la conductorul imagine, iar
r distanta din acelasi punct si linie. In cazul liniei bifilare
din fig. 1.27, luand potentialul de referinta V,=0
potentialul in punctul P va fi

_ Pt P P D
V(P) - 2me, In 1 * 2me, In o 2me, In 1,1

Prin deplasarea punctului P pe conductoarele 1 si
respectiv 2, se obtin urmatoarele relatii:

__p , 2H(H-h)
'"2ng, alH+h)”

_ p . a(H+h)
Vo= 2712801n2h(H—h) '

Diferenta de potential dintre conductoare va fi

Vi V.o P 1 AhH(H —h)
b 2me az(H +h)2 ’

lar capacitatea in serviciu

C. = pl _ 2meyl
BTV -V, 1n4hH(H—hf'
a’(H+h)

Exemplu aplicatie numerica: 1=1,675km, a=1em, H=6m, h=5m.
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4.5.6-1
1n@04f-1f

1 2
2n———-1 -1
. n4n.9.109 ,675-10
1-4-2303

~4-In10~4-2303 si rezulta:

=10°*F =0,nF.

1.3.4. Un fir conductor de raza a, rectilniu, este
situat la distanta h deasupra pamantului. Un al doilea fir
conductor, de aceeasi raza, rectiliniu i paralel cu
primul, se gaseste la inaltimea h deasupa pamantului, la
distanta D pe orizontala de celalant fir (fig. 1.28). Stiind
ca primul fir are potentialul V; fata de pamdnt si ca cel
de-al doilea conductor este izolat si are sarcina totald
nula, se cere sa se calculeze potentialul V, al celui de-al
doilea conductor fata de pamant.

Date numerice:

Vi=10kV;H=15m;h=14m; D=1m;a = 3mm.

Se considera a<<H,h.

Cu ajutorul relatiilor lui Maxwell,

{ Vi =pudi + P9
Vi = padi + P22 ’
daca g, =0, rezulta:
P21
V,=V,—=.
2 1 D

Coeficientii de potential se calculeaza utilizdnd metoda imaginilor. Utilizand
simetria sistemului,

v, 1 . 2H. v,

= :—]_n—’ = = ;
Pr Ql,, 2mel a P2 Al P,
oY1 hq‘/D2+(H+h)2~p2,=V2 o
q2 q:=0 27[:8[ \/])2 + (H - h)2 q] q,=0
si rezultd:
(H+h) +D’
2
sz\]]&:\/] (H_z}g+D
P n<t
a

In cazul dat la aceasta problema,

Iy 2H

I, =29m; r,=141m; In P 3,02; mT =92 sirezultda V, =3280 V.
12 -
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1.3.5. Sa se determine capacitatile in serviciu ale unei linii bifilare ale carei
conductoare sunt situate ca in problema precedenta, in ipoteza q, +q, =0.

Din relatiile lui Maxwell,
{ Vi =pudi + piqz
V2 =padi + p2q:
Cu P =Py $i q;+q, =0, rezulti:
c.-4u__ 1 . P

S]_vl_Pn_Plz’ SZ_Vz_Pzz_le’

C, = _ 1
V-V, Pu+pn—2pn
Cum
_ 1 ¢ 2H. __ _ 1  D+MH+hf _ _ 1 . 2h
P =g M PR =P = g N e (P PR T 2 M
rezulta:
C. = 2nel C Cl= 2nel i
sl — 5 B s2 — 5 B
1n2H D2+!H—hf 1n2h D2+!H—hf
a \D*+(H+h) a \D’+(H+h)
Cs]2: 27281 .
n4Hh [ D’+(H-hy
a \a’[D*+(H+hY)]

Inlocuid cu valori numerice, rezulta:

Cyq =9pF/m;C, =9,05pF/m;C,, =6,62pF/m.

1.3.6. Sa se calculeze capacitatile in serviciu si capacitatile partiale ale unui
cablu bifilar ecranat, avdnd sarcinile egale §i de semn contrar (q] +q, :0). Se

presupune ca raza a a conductoarelor este mica in raport cu raza R a ecranului si cu
distanta d dintre axa conductorului i axa invelisului cilindric ( figura 1.29).

A
N
N
(D
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Modelul de calcul al capacitatii cablului bifilar de lungime infinita este constituit
dintr-un tub cilindric circular conductor de raza R, in interiorul caruia, in dielectricul de
permitivitate €, se gasesc asezate simetric la distanta d de axa tubului doud fire
conductoare identice de razd a << R 1incarcate cu sarcini de densitdfi p, si —p;.

Metoda imaginilor se aplica inlocuind tubul de raza R cu firele imaginare 1" cu
2

—p;si 2'cu +p,, situate simetric fatd de axa tubului la distanta D:% pentru ca in

campul rezultant suprafata cindrica de raza a sa ramana echipotentiala.
Se utilizeaza relatiile lui Maxwell:
Vi =pudi + P92
V2 =padqi + P29

Se observa ca din motive de simetrie,

1 . D-d 1 . R*-d?
Pnzpzzzpozmlﬂ a =

o Po=oel™ e d
si
_ P | 2d -1 2d?
Pu=Pu=Pn=7 5= o

in baza faptului ca q, =—q, avem

{ Vi = (po —pm)a

V, = (Po —Pm)q2

2

Si capacitatile in serviciu sunt:

Cy=Co=d-L__1 _ 2nel
Vit Vi po—Pm 1n2(Rz—dz)d
a(R2 +d2)
_ _ 9 | _1
CS]Z _C52] - \/] _V2 —2(p0 _pm) —2CS] .

Pentru determinarea capacitatilor partiale se folosesc formele 2 si 3 ale ecuatiilor
lui Maxwell,

G =YuVi+72Va |iY12V1
Q@ =Y2aVi+12V, |i YuVa

in care: Y Z%:Yzzé Y2 =Ya1=— zpm 2
Po —Pm Po = Pm

Adunind si scazand in membrul drept al ecuatiilor de mai sus termenii y,,V,, respectiv
Y21V, s€ obtini ecuatiile In capacitdti partiale de forma

{Ch =CyV, +C12( 1 _Vz)
Q@ =CxVo+ CZI(VZ —Vl)
in care:
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Py~ Pm 1
Cio=Cy=rn+7n= 3 > =

pO _pm p0+pm

sunt capacitdtile partiale dintre fiecare conductor si ecran, iar

Cp,=Cy = —y, =—Pm __ Pm
2 T T (Po— Pm)(Po + Pm)

este capacitatea partiald dintre cele doud conductoare.

1.3.7. Se da un cablu trifazat avand conductoarele asezate simetric in interiorul
unui invelis metalic cilindric, figura 1.30. Sa se determine capacitatile partiale si in
serviciu, in ipoteza q,+qQ,+q;=0. Se va considera a<<d,R.

Pentru calculul numeric se vor utiliza datele urmdatoare: permitivitatea
dielectricului cablului €=3g,; raza ecranului R =25cm; raza fiecarului conductor

a=05cm, iar distanta dintre axa cablului §i fiecare dintre axele conductoarelor
d=125cm.

Se pleaca de la relatiile lu1 Maxwell,
Vi =pudi + piogz + Pi3gs
V2 =Ppadi + P29z + P2sqs -
Vi =paidi + P29z + P3ads

Datorita  simetriei, coeficienfii de
potential satisfac urmatoarele relatii:

P11 = P22 = Ps3 =Po=ﬁlnDT_d:12,l-109m/F;

1 [R* +d* + RAd?
Pi2 = P23 = P31 :pm:2nglln 32 =

= 1001
=588-10 F

Ecuatiile lu1 Maxwell in conditiile de serviciu (q; +q, +q;=0) se pot scrie:

Vi=(Po—Pw)di
Vo =(Po—Puw)q
Vi =(Po—Pm)qs

Capacitatile in serviciu sunt egale, ele rezultand usor din ecuatiile lui Maxwell:

CocCcQ 1 ur
Cs] _C52 _C53 _\/] —po_pm —0,161km .

Capacitatle partiale se deduc de asemenea usor, utilizand ecuatiile lui Maxwell
sub forma:
G =YuVit 1 Va+713Vs
Q@ =YaVi+ 12V + 7125 V;;
QG =YsVit Vo +7:Vs
in care,
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2

P, — D _ Po + Pun .
(Po = Pu) (Po +2Pm)  (Po—Pm)(Po +2Pm)’

Pm(Po—Pm)  _ P
(Po—Pm) (Po+2Pm)  (Po—Pm)(Po +2Pm)’

ey Al
Yii="Y2 =YY= A
Ap

Y2 =Y23=Ya1 = A

in care A este determinatul sistemului de ecuatii cu referire la coeficientii de potential,
iar Ai (1,k = 1,2,3) sunt complementii algebrici ai termenilor pix din acelasi sistem luati
cu semnul corespunzator.

In final, se scriu ecuatiile pentru capacitati partiale ale lui Maxwell sub forma:

Qi =CV, +C12( 1 _V2)+ C13( 1 _Vs)
qz :CZI( 2 _V1)+ Cx V2 +C23( 2 _Vs)
qs = CS](VS - V1)+ C32(V3 - V2)+ CsVs

Din motive de simetrie, capacitatile partiale dintre conductoare si dintre fiecare
conductor si ecran sunt egale,

C=Cu=C5i=—yn=-Yn=—Y31= (Po—p )PG;O +2p ): 0,04 pF/km;

1 _

Cio=Con=Cyo=yu+v2+y3=

1.3.8. Sa se compare capacitatea in serviciu pe lkm din lungime a urmatoarelor

trei linii trifazate:

a) conductoarele sunt asezate in varfurile unui triunghi echilateral cu latura D,
latura inferioara a triunghiului fiind paralela cu pamantul si fiind situata la
inaltimea hy deasupra pamantului;

b) conductoarele sunt asezate la aceeasi inaltime hy, distanta dintre ele fiind D,

¢) conductoarele sunt asezate pe verticala la distanta D unul de altul,
conductorul inferior fiind la inaltimea h.

Pentru calculul numeric se dau datele urmatoare:r=10mm; h,=5m,; D=3m.

Liinile au conductoare transpuse, fig. 1.31,a).

Pentru ca linia sa fie simetrica, adica cu capacitdfi in serviciu egale petru toate
conductoarele ei, se realizeaza transpunerea conductoarelor unul in locul celuilant, in
puncte situate la distante egale in lungul liniei, asa cum se arata in fig. 1.31,a). In acest
fel se inlatura, pe langa nesimetria capacitatilor in serviciu, atat inductia electrostatica si
electromagnetica intre conductoarele liniei, cat si influenta liniei date asupra liniilor de
telecomunicatii din imediata apropiere.

2 1 3 2
3 2 1 3
1 3 2 1

Fig. 1.31,a). Transpunerea conductoarelor la o linie trifazata.
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In urma tranzitiei, in relatiile lui Maxwell:

Vi =pudi + pi2dz + Pi3ds 1
Vo =p2iqi + P2z +P2ds

Vi =p3uqi + Pz + P35 X
1

putem considera coeficienfii proprii de potential egali cu o
anumitd valoare medie 1intre p;;, P, Ps3, Intrucat un
conductor trece succesiv in pozitiile 1, 2, 3:

ATRRRTRRRITTRIN \\\If\\\\

1 I I
Po:—(Pn"‘Pzz +P33) h]| : |
3 o '
si analog, coeficientii mutuali de potential, de asemenea egali _p”CID ! '
cu I
P2 |
1 O
Pm :g(Plz + P2 +P31)-
Fig.1.31,b).

Daca q,+q,+q; =0, relatiile lui Maxwell devin:

Vi=(Po = Pm)qi

V2 =(Po —Pm) 92

Vs =(Po—Pm)ds
de unde se deduc capacitatile in serviciu:

Cs]O = Cszo = C530 = Cso = 1

Po—Pm )

Dar,

2h 2h 2h 23/h,h,h
po= 1 l(ln L2221, 3]2 | In 12235,
2ne,l 3 T, 1, I 2negl 31,

1 l(lndi+ d£+lndij 1 ]11\/3 d12d23d31,

:2711801.5 B

= . :
2negl 31,11y

2me,l _ 2meyl

C,o= )
’ h1(2 :{/h]hZhS 3\/r]2r23r3] ] lnzﬂ

) 3 .3 d-r

'\/r]r2r3 '\/d]2d23d3] 0

unde s-a notat cu: h — valoarea medie geometrica ale indl{imilor conductoarelor; r —
valoarea medie geometricd a distantelor dintre conductoare; r, — valoarea medie
geometricd a razelor conductoarelor; d — valoarea medie geometrica a distantelor dintre
conductoare §i imaginile lor in raport cu pamantul (fig. 1.31,b).

Pm

I, Iy I3

Pentru cazul a) din enunt, fig. 1.32, avem:

n=r1,=r;=r,=10mm; r, =1, =15y =D=3m;

h :3\/h(2)(h0 +D§) :s\/s2 (5+3§) =5.75m:
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2 2
d]2 :\/(Q) +(2h0 +D§) :12,7m:d3] ;
2 2
d23 == D2 +(2h0)2 :10,45111;

d=412.7"-10,45=11,9m:

h-r 5,75-3
In2 =In2 =5,67.
rod 0,01-11,9
Prin urmare, capacitatea pe unitatea de lungime va fi: h D3
: Bo+ =3~
2 2 ’ F
cl =T 4ml0 g gggnF_ oggh™
hr 5,67 m km
In2
r,d Fig. 1.32.
Pentru cazul b) din enunt, fig. 1.33, avem: 1. D 2 D 2
o =10mm; h=h, =5m;
r=A 2D3 =D3/2=3,78m;
d,, =d,; =D’ +(2h,)’ =10,45m; h,
d, =y (2h,)’+(2D)* =11,65m;
d=3/10,45"11,65=10,84m 7
Fig. 1.33.
hr 5.3,78 j
In| 2— |=In| 2———— |=5,85;
( ropj ( 0,01-10,84
' F F
Cl. =9,527=0,0005""
m km 1
Pentru cazul ¢) din enunt, fig. 1.34, avem: b
h=3/h,(h,+D)(h,+2D)=3/5-811=7,6 m; 2
dy, =2h,+3D=19m; d,;=2h,+D=13m; d;;=2h,+2D=16m; D
d=3/d,d,;d; =15,8cm; 3
h-r 7363378j ’ pF MF
In| 2=— |=In| 2———F"— |=5,89; C,=9,42=—=0,00942—.
( rodj ( 0,01-15,8 m km
h,
(T,
Fig. 1.34.

- 40 -



1.4. ENERGIA SI FORTELE CAMPULUI ELECTROSTATIC
1.4.1. NOTIUNI TEORETICE

Energia electrica libera a campului electrostatic corespunzator unui sistem de
corpuri incarcate cu sarcind electricd adevaratd, distribuit intr-un domeniu de
dimensiuni finite i avand proprietati liniare, poate fi calculata, in cazul cel mai general,
cu integrala extinsa la intreg spatiu [12,14]:

W, = j %d\/ , (1.46)
Vo
in care:
W, =% (1.47)

este densitatea de volum a energiei libere a campului electrostatic. In medii dielectrice
liniare, fara polarizare permanentd, avem D=g¢E si expresia energiei electrostatice
poate fi scrisa:

E’ D’
W, :J.S—dV: J.—dV. 1.48
: 2 : 2¢ ( )

Energia electricd libera a campului electrostatic al unui sistem de n conductoare
omogene, avand sarcinile gk si potentialele Vi, aflate intr-un mediu dielectric liniar, are
expresia:

W, :%quvk . (1.49)
k=1

In cazul a doua conductoare incarcate cu sarcini egale si de semne contrare q si
—(q, formand un condensator de capacitate C, sub tensiunea U, se obtine:

2
w,=lcur=19_ 1.50
e =5 C (1.50)

Forta electrostatica ce actioneaza asupra unei corp punctiform imobil, incarcat
cu sarcina q, situat in camp electrostatic,

F,=qE. (1.51)

Fortele ce actioneazd asupra corpurilor electrizate situate in camp electrostatic
pot fi calculate si pe baza densitdtii de volum a fortei electrostatice, datd de relatia
generala [ |

s _ 5 lp 1 ) 08
fe =pvE 2E grads+2grad(E (%r), (1.52)

care contine urmatoarele componente:
e p,E — densitatea de volum a forfei ce se exercitd asupra unitdfii de volum

incdrcata cu sarcina p, situatd in cAmpul electric E;
1 . . - s
o _EEZ grad ¢ — densitatea de volum a fortei datoratd neomogenitatii

dielectricului (permitivitatea € este functie de punct);
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o % grad (EZ %r) — densitatea de volum a fortei de electrostrictiune datorata
variatiei permitivitatii € cu densitatea de masa t — intervine in studiul fenomenului de
electrostrictiune.

Forta totald care actioneaza asupra unui corp in regim electrostatic se calculeaza
prin integrare pe volumul corpului:

E = Iﬂdv. (1.53)

Variatia energiei electrostatice a unui sistem de n conductoare, avand sarcinile
qx si potentialele Vi, la variatia sarcinilor q, cu dq si a coordonatelor generalizate x

cu Oxeste [ ]:
AW=) Vi8q,— Y X, 8x, (1.54)
k=1 k=1

unde X, este forta generalizata.

Forta generalizata X, , ce actioneaza in sensul cresterii coordonatei generalizate
xk poate fi calculatd in functie de energia electrostatica a sistemului pentru doud situatii
distincte: la sarcini constante q = const., sau la potentiale (tensiuni) constante, V= const.
cu relatiile

oW, oW,

X :—(—) , respectiv. X :( ] (1.55)
ox k ./ q=const. ox k ./ V=const .

Exemple:
O Forta care se exerciti intre armaturile unui condensator plan.

Pentru energia inmagazinata in campul electric al condensatorului pot fi utilizate
relatiile (1.50), capacitatea condensatorului plan fiind data de relatia C = %
Coordonata generalizata este in acest caz distanta d dintre armaturi, iar forta care

se exercitd asupra armaturilor se calculeaza aplicand succesiv relatiile (1.55):

2 2
. :_(awe) :_lg(m ] 19°8C _1paC.
q=const.

ad 20dl2C ) 2ctad 2 ad’

_(OW. _1 0 (1) L2 0C
Fo _( ad )U_m _26d(2CU ) 2V ad

Expresia fortei este aceeasi si calculand derivata, obtinem:
1., 0 (SA]: 1U2%_ 1U29_

F,=-U>—
2 ad

d

2 d° 2 d

Faptul ca aceasta forta este negativa semnificd ca ea actioneaza in sens invers
cresterii coordonatei generalizate, adica a distantei d dintre armaturi, fiind deci o forta
de atractie dintre armaturile condensatorului.
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® Instrumentul de masura electrostatic.

Instrumentul de masurd de tip electrostatic este constituit din doud placi fixe P;
si 0 placd mobild P, (fig. 1.35). Sistemul mobil este mentinut in echilibru de un resort
spiral R care creeaza un moment rezistent proportional cu unghiul de deviatie a.:

Mr:kR'Ot

SN

Pl P2

Fig. 1.35.

Capacitatea dintre sistemul mobil si cel fix este functie de unghiul o, deci forta
generalizata este un cuplu:

oW, 1 20C
Ma = € = — _—
( 60( )V—const. 2 U 60(

Sistemul este in echilibru cand cuplul rezistent M, este egal cu cuplul activ M,,
adica:

1:0C _
2U aa—kR(X..

In functie de forma armiturilor, capacitatea poate depinde dupd o anumita relatie
de unghiul a.

Pentru o dependenta liniara, C = k;a, rezulta:

o =kU?, unde k:L
2k

R
Instrumentul are 1n acest caz scala patratica.
Pentru o dependenta logaritmica de forma C = k;lna + k», rezulta:

k
ol = i

. 2 =
= X2k U” sau a =kU.

Se obtine astfel o scala liniard a instrumentului.
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1.4.2. APLICATII SI PROBLEME

1.4.1. Sa se determine forfa ce actioneaza asupra dielectricului unui
condensator plan partial introdus intre armaturi ( fig.1.35).

4

I

Fig. 1.35.

Solutia 1.
Se aplica teorema fortelor generalizate,

oW, 0 (1 ) 1,,20C
—[ 2% CU -yt
( )¢ )Uzct ox 2 U=ct. 20X

in care C este capacitatea sistemului. Pentru x > 0, capacitatea sistemului este de fapt
capacitatea echivalenta a doua condensatoare conectate in paralel,

_EoaX & (L- x)a.

C=C, +C,
0¥ b b

Rezulta astfel,

2(‘;( 1 2 go'a €-a an
1y U ( j 2y, (1-¢, )= U (e, -1)<0

Forta fiind negativd, ea actioneaza in sens invers cresterii coordonatei X, deci este o
forta de atractie a dielectricului dintre armaturi.

Solutia 2.
Se utilizeazd expresia densitdtii de volum a fortei electrostatice (1.52) care, in
acest caz se reduce la al doilea termen,

£. :—%Ezgrads :

(x) gy pt. 0<x</ - de
e=¢(x)= ; =
e pt. [I<x<ZL dx

szﬂdvz——E Iagdv__ g2 j (abdx)———abE J.ds:———abE (e-20)
Vv

cnp

Avind in vedere ca E = U/b, rezulta:
=1 Tgoa 2
F=-i—U" (g, -1).
eV D
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1.4.2. Se da un fir de raza a si de lungime [ situat paralel cu pamantul, la
distanta h, fig. 1. 36. Firul este pus la tensiune V fata de pamant. Stiind ca permiti-
vitatea relativa a aerului este egald cu unitatea, sa se determine forta de atractie dintre
fir si pamant. Date numerice: h=10m; [=100m,; U=110kV; a=0,5cm.

O prima solutie se obtine din: U
F= (%) _1y20C ’ ’
oh )y 2 0oh 2a
C fiind capacitatea firului fata de pamant. Pentru a
determina aceasta capacitate, aplicdim metoda h
imaginilor si plasdim un conductor de aceleasi
dimensiuni in mod simetric fatd de pamant.
Capacitatea conductor — pamant este dublul capaci- V=0
tatii dintre conductor i imagimea lui si are expresia 7
2mel
c==2
In==
a
h
ac__ c
oh  2melh’ U~
Inlocuind in expresia fortei, rezulta: ‘ -
uic? Fig. 1.36.
T Amih

A doua solutie presupune ca forta se poate calcula direct, stiind ca va fi aceeasi
cu forta dintre doud fire paralele de sarcini egale si de semn contrar, situate la distanta
2h. Se obtine:

2 2.2
19 _uc __ ml e
—_ —_ —_ ~U”,
2mel2h  4melh h(hqzh)
a

in cazul datelor numerice date in problema rezulta:

¢ 100 (110000)° 121 1 10N
B 910 2 36 27
36710 (m 20 ] (In4000)

0,510

1.4.3. Se considera un fir conductor rectininiu de raza a §i de lungime . Firul
este situat in interiorul unui cilindru conductor de raza interioara R >> a, avand axa
paralela cu firul, fig.1.37. Distanta d dintre axa firului §i axa cilindrului este foarte
mare in raport cu a, d >>a, de asemenea R—d >> a. Se cere sa se calculeze forta
care se exercita asupra firului daca intre fir §i cilindru se aplica o tensiune U.

_45 -



Fig. 1.37.

Vom calcula capacitatea fir — cilindru aplicdnd metoda imaginilor. Se elimina
cilindrul introducénd un fir conductor imagine de raza a la distanta D de axa cilindrului
incarcat cu sarcina — p;, daca p; este sarcina firului din interiorul cilindrului.

In punctul P situat la distanta r’ de firul interior si r” fatd de firul exterior,
potentialul va fi

V=Ll
2ne 1’

Suprafata interioard a cilindrului trebuie sa fie, in cdmpul celor doua fire
incarcate, o suprafatd echipotentiald. Punand aceastd conditie pentru doua puncte
oarecare ale suprafetei, se poate determina marimea D, necunoscuta. Alegem punctele
C; 51 C,, calculele rezultand mai simple in aceste cazuri:

(r_”j :(r_”j _, D-R_D+R
' e, \1' e, R-d R+d’

2

de unde, p=R
d
o P (1,D=d_; D-R_Pi R -d’
: LU=V, -V, =2 nP=d =2
$1, prin urmare ! 2 27’58[ a R—d) 2me a-R

Capacitatea pe unitatea de lungime rezulta imediat
__ 9 __ 2me
V] —V2 ln Rz _ d2 ’
aR
iar forta care se exercita asupra firului pe unitatea de lungime, rezulta:

F= UZaCS :—27'58 dU2 — 1 U2C§

1 _
2 od (R2 —d2>(lnR2 _d2 )2 2ne D-d
a-R

Ultima expresie evidentiaza posibilitatea de a fi calculata aceasta forta, ca forta
dintre fir s1 firul imagine.

2772
__1 pupe __ 1 U
2ne D—d  27ne D-d °
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1.4.4. Sa se calculeze forta de atractie dintre doua conductoare cilindrice de
lungime foarte mare [, de raze egale cu a, dispuse paralel la distanta D > 2a (intre
axele lor), intr-un dielectric omogen de permitivitate & cu sarcinile q si —q.

Capacitatea celor doua conductoare cilindrice pe unitatea de lungime este, asa
cum s-a determinat la problema 1.3.2,

In 2a
D-yD’ -4a’

2

C. e _C
l

si forta rezulta:

_UleCc_UNOCs _ g’ | 1 _

C2 q2
Fp = = = — > :
20D 2 ad 2105{ WS«/D2—4a2} 27elN D’ —4a’

semnul '—" indica tendinta de atractie a conductoarelor (de scadere a distantei D).

O a doua solutie pentru rezolvarea problemei este utilizarea metodei imaginilor
pentru determinarea capacitatii (studiata la problema 1.3.2) unde cele doua conductoare

au fost inlocuite cu doud fire-imagini cu sarcinile sarcinip, :% si —p; :—% dispuse

paralel in mediul omogen de permitivitate €, la distanta d=D—-2x=+/D* —4a” .

Forta dintre cei doi cilindri trebuie insa sa fie egala cu forta dintre cele doua fire-
imagini. Intr-adevar, inlocuirea de exemplu, a unuia dintre cilindri cu firul imagine nu
schimba campul in apropierea celuilant cilindru si deci, nici forta execitatd asupra
celuilant cilindru. Egalitatea actiunii si reactiunii in cele doua situatii impune ca si forta
care se exercitd asupra primului cilindru sd fie egala cu forta care se exercitd asupra
firului-imagine, dupa inlocuirea efectuata. Forta dintre doua fire paralele se calculeaza
inmultind cAmpul unui fir cu sarcina celuilant si are expresia:

= 1 99> 19"

DT nel d 2T 2meld %

in care U, este versorul orientat de la conductorul 1 la conductorul.
Inlocuind d=+/D?* —4a’ rezuti relatia determinati in primul caz.

1.4.5. Se considera un bloc paralelipipedic din metal cu dimensiunile a, b si g',
iar sarcina lui electrica totala este nulda. Blocul este introdus partial intre armaturile
dreptunghiulare ale unui condensator plan cu dimensiunile a §i b situate in vid la
distanta g>g' cu diferenta de potential U intre ele, fig. 1.38,a). Sa se calculeze forta cu
care blocul este atras intre armaturi, stiind ca muchiile blocului si ale armaturilor sunt
paralele (se neglijeaza efectele marginale produse de suprafata blocului metalic).

Pentru calculul numeric se dau datele: a=10cm; g'= %g =3mm; U=100V.

Prin introducerea partiala a paralalelipipedului intre armaturi s-a format un
sistem de trei condensatoare C;, C,, C; conectate ca in figura 1.38,b) si avand
capacitatile
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g 7
<l g d + U -
G
b I
]
X Cz C3
| b
a)
Fig. 1.38.
goalb— €oax €oax
C, :LX); C, :O_; C, Lhahieg
g d
Capacitatea echivalenta a sistemului este
C.=C, + C,C, :soa(b—x)+ goa’x’
C,+C,

g d.c(soax_'_soax]_
C d

soa(b—x) €p-a'X  g-a

2 Tt d —g(g_g,)[b(g—g')+g"x]-

Forta care se exercita asupra blocului paralelipipedic se calculeaza usor,

F:(a_wj:l[f@:

12808 128008
oa 2 ox 2U g +2U g—¢g'
:le go.a [g_g+g']:go.a,gV,U2>0
27 glg-g') 2¢(g-¢')

Forta fiind pozitiva, ea actioneaza in sensul cresterii coordonatei x, deci este o
forta de atractie a blocului metalic Intre armaturi.

Numeric:

— 10,1100 -0,003
F_4759-10

= =0,74-10° N.
2-0,006(0,006—0,003) ~

1.4.6. Cinci condensatoare de capacitati C, =C, =C;=C, =2uF, C, =4pF
sunt legate intr-o conexiune identica cu aceea a puntii Wheatstone, condensatorul Cy
aflandu-se in diagonala puntii, fig. 1.39,a). La bornele A si B se aplica tensiunea
constanta U=100V .
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Se cere:

a) sa se calculeze capacitatea echivalenta fata de bornele A, B (utilizand o
transformare triunghi — stea), precum §i sarcinile condensatoarelor;

b) sa se calculeze energia electrostatica a cdampurilor electrice ale
condensatoarelor;

c) sa se calculeze energia transformata in caldura la scurtcircuitarea
condensatorului C), prin inchiderea intrerupatorului K, dupa ce in prealabil s-a
decuplat sursa de tensiune de la bornele A si B prin deschiderea intrerupatorului K.

K, U
o +]

S ! c C,=C
H— | L
_|_‘_?}T qA_lAO /c/ Lo

A T° B C'K\Fjl
D
D

C3 C4 C4:C
——IITD—Hf b)
a

Fig. 1.39.

a) se transforma condensatoarele Cy, C;, Cs legate in triunghi fata de bornele 4 —
C — D, in trei condensatoare echivalente legate in stea C4, C¢, Cp, fig. 1.39,b).

Notand C, =C, =C; = C, = C se obfine:
_CC, +CC, +CC

C S5uF;

A C, HES
CC:CD:CCO+CCCO+CC:10MF;
CC¢ 20
’: ”:—:—1 F_
¢'=C C+C. 12 661

Capacitatea echivalenta fata de bornele A — B va fi:

_C,(2C) 5332
©TC,+2C" 5+3,32

=2uF=C.

Avem, in continuare:
q,=q=CU=2:10°-100=2-10"C;
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_ 4 _2:10% _40v.
Un = =507 = 40V;

Uy =U-U,, =100V -40V =60V .
Daca notam cu q' sarcina electrica a condensatorului C', putem scrie:

q'=C'Uyp = 1,66-10-60 = 9,96-10~°C,

!

q'=q,=q,=qc =q'=107*C.

Tensiunea intre bornele A — C este:

’ . -6
Upe =Upg +Upe = Uy + C% — 40+ —11%0. 1100_6 —50V.

Rezulta:
0, =C U, =2-10°-50=10"C; q;=q,.

b) energia electrostaticd din campul electric al condensatoarelor este:

_1 2_1 . 9.10-6.10% — 10-2
W—2CeU 2210 10* =10"°J.

c) dupd decuplarea intrerupdtorului K; si apoi dupd scurtcircuitarea
condensatorului C;, prin inchiderea intrerupatorului K,, sarcina electrica a noului
condensator echivalent va ramane q,+q,, conform legii de conservare a sarcinii
electrice.

Energia electrica dupa inchiderea lui K, va fi

1 (4 +4q.) 4.10°° 5
w' =1 - =0,571-10727J.
2 +(CO+C3)C4 5 2+(4+2)2 105
> C,+C,+C, 44242

Energia transformata prin efect electrocaloric va fi:

AW =W, -W =107 -0,571-1072 =0,429-1077J .
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2. CAMPUL MAGNETIC STATIONAR

2.1. BREVIAR DE CALCUL PENTRU CAMPUL MAGNETIC

Regimul magnetostatic. Se presupune ca un sistem fizic format din corpuri si
camp electromagnetic se gaseste In regim magnetostatic cand corpurile se gasesc in
imobilitate relativa, toate marimile de stare electricd sunt nule, iar marimile de stare
magneticd sunt constante in timp. In regim stationar cAmpul magnetic este produs de
conductoare parcurse de curent continuu si de corpuri aflate in stare de magnetizare.

Studiul campului magnetic independent de campul electric este posibil numai in
regim stationar. In regim variabil, cdmpul electric si cAmpul magnetic sunt cele doui
aspecte inseparabile ale unui sistem unic — cdmpul electromagnetic — care poate exista
independent de corpuri.

Inductia magneticid B este mirimea de stare care caracterizeazi local cAmpul
magnetic. Este definitd prin actiunea ponderomotoare (cuplu de forte) ce actioneaza
asupra buclei de curent — o micd spira filiforma parcursa de curent electric in regim
stationar (situatd in vid sau in aer) — cuplu dat de relatia C=m,xB,=1-AxB,.
Inductia magneticd se misoara in tesla (T) in in S.I. In sistemul de unititi CGSem este
utilizata unitatea de misurd numita gauss (Gs), 1T = 10*Gs.

Fluxul magnetic y este 0 marime derivatd scalara care caracterizeaza proprie-
tatile cAmpului magnetic in raport cu o suprafatd Sr data, fiind definit prin integrala de
suprafati a inductiei magnetice B,

yg, = jEdK :.[Bcosoch. (2.1
Sk S

In cazul unei bobine, se utilizeazi notiunile de flux magnetic fascicular si flux
magnetic inlanguit sau total. Fluxul magnetic fascicular notat cu ¢, este fluxul magnetic
care strabate portiunea de suprafatd elicoidala Sr; care se sprijind pe o singura spira a
bobinei. Fluxul magnetic inlantuit sau total y este fluxul magnetic care strabate supra-
fata elicoidala Sr care se sprijind pe toate spirele bobinei. Dacd bobina are N spire, este
evidentd relatia v = N¢.

Unitatea de masura pentru fluxul magnetic in S.I. se numeste weber (Wb). Se
mai utilizeazi si unitatea de masurd numiti maxwell (Mx), 1Wb = 10°Mx (CGSem).

Intensitatea cimpului magnetic H este caracterizeazi local cimpul magnetic.

In vid este un vector coliniar cu inductia magneticd, dat de relatia H, = p,B,, in care

1, =4m-107H/m este permeabilitatea magnetica a vidului.
Unitatea de masura pentru intensitatea cimpului magnetic este A/m in S.1.
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Calculul campului magnetic constd in determinarea inductiei magnetice sau a
intensitatii cimpului magnetic in punctele din spatiu in care existd cdmp magnetic.
Pentru calcul se pot utiliza diferite metode cum sunt: formula lui Biot — Savart —
Laplace, teorema lui Ampér, metoda imaginilor magnetice, etc.

Formula lui Biot — Savart — Laplace permite
calculul inductiei sau intensitatii campului magnetic
produs intr-un punct din vid la distanta R de un circuit
filiform de contur I" parcurs de curentul i (fig. 2.1),

_ _ i Caew®
B, = oM, = [ pdsxR 2.2)
I

Fig. 2.1.
Teorema lui Ampér sau legea circuitului magnetic in regim stationar stabileste
ca tensiunea magnetomotoare uyr in lungul unei curbe inchise I' este egald cu curentul
total isr, respectiv cu solenatia curentilor de conductie Ogr prin orice suprafati deschisi
Sr care se sprijind pe curba I':

u, = j?ﬁdg — 0, (2.3)
r
In cazul unei bobine cu N spire, parcursa de curentul i, solenatia este® = Ni .

2.2. APLICATII

2.1. Sa se calculeze intensitatea campului magnetic
produs de un conductor filiform, rectiliniu, de lungime finita I,
parcurs de curentul I, figura 2.2.

Se poate utiliza formula lui Biot — Savart — Laplace,

B

_:LJ'
4

A

Vectorul ds xR este perpendicular pe planul figurii: Fig. 2.2.

dsxR=eds-R-sinff=eds-R- s1n(2+oc):€ds-R-cosoc.

Se alege ca variabild de integrare unghiul .

s=r-tga; ds= da; R=—I—.
cos’ a coso
a2 )
H=e-L |cosa-C0S@%. I g4s=5L (sina, +sina,).
4r ] r cos’ a 4.1
o
Pentru un conductor infinit lung o, = a, = % —H-= %mé.
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La acelasi rezultat se ajunge utilizind teorema lui Ampeére, j;ﬁd§:6, solenatia 0
r

fiind in acest caz 6=1. Liniile de camp sunt circulare, situate in plane perpendiculare
pe conductor si sensul lor este dat de sensul de rotatie al burghiului drept care inainteaza
in sensul curentului. Se integreazd de-a lungul unei linii de cAmp, astfel ca vectorii H si

ds sunt omoparaleli si rezulta
frds —Hfas—H-2mr > H-5L
] ] 2nr

2.2. 8a se calculeze intensitatea campului magnetic intr-un punct de pe axa unei
spire circulare de raza a, parcursa de curentul i, fig. 2.3.

z Utilizam formula lui Biot — Savart — Laplace,
ds y o _
dA _ m_ i fdsxR
dH H= 4n) R
a P :

dA = L{asxR).

\
\
\
NS}

4r

R

21

H=-—L JzaK: Z'RdeK,
S S

Fig. 2.3. unde S, este suprata laterala a cilindrului cu

varful in punctul P. In general, pentru o suprafata inchisa X,
far-0 = [da-[da,
) Sy S,

unde Sy, este suprafata bazei conului.

unde 0 reprezintd versorul normalei la planul spirei orientat dupd axa x: n=1.

i-a’
2a? +D?J"

H=n——7-a =1

27R’ 2R’

sau , Inlocuind sino. =a /R, rezulta:

H:%sinoc.

In centrul spirei: D=0 = H==-1.

i
2a
Altd metoda. Elementul de lungime al spirei ds parcurs de curentul i, produce in
punctul P campul elementar
H=_i .dsxR
d 4n  R3

2

Campul pe axa spirei va fi dat de componenta dH, =dH -sin ..
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ﬁid§:‘d§x§‘:R-ds

—H, 4nj;Rs1n0Cds_4 Ssina j;ds
a
H=L3gno, sha=—= H=12 = i-a’
2R2 R 2R3 2(a2+D2)3/2

2.3. Sa se calculeze intensitatea campului magnetic intr-un punct de pe axul
unui solenoid cu N spire, parcurs de curentul i (fig. 2.4).

gl di
\\\\ [ s
~ [ /
a T~r L £ JRe
LY ~< e
S TR A e
dxi 1 X dH
[
[
[
[
[
[
Fig. 2.4.
Stratul de lungime dx este parcurs de curentul di :NTidx. Acesta poate fi

considerat ca o spird parcursd de curentul di care va determina in punctul P campul
magnetic (vezi aplicatia anterioara):

di-a - N
dH = R dsina, dH= 2R2 sin a.- ] Ni gx

Se va integra dupa unghiul o :

x=a-ctga, dx=-—2—da, R=-2
sin’ o sin o

dH:—2 aa2 -sinoc-NTi-ﬁdocz I;;Slnada

sin? o
oy

H :IdH :—Nz—ii J‘sinocdoc:Nz—éi(cosoc, +cosoc2)

-0y

In centrul solenoidului: o, = o, =,

1l
= oma=
L 2 2a
[2) +a \/H[lj

Pentru solenoidul infinit lung (/ >> a), a; =0, a, =0:

~ Ni
H_l'
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3. ELECTRODINAMICA

3.1. LEGEA INDUCTIEI ELECTROMAGNETICE

3.1.1. Notiuni teoretice

Sub formd integrald enuntul legii este: femsiunea electromotoare er indusa
prin fenomenul inductiei electromagnetice de-a lungul unei curbe inchise I este egala
cu viteza de scadere in timp a fluxului magnetic@s, prin orice suprafata deschisa Sr
care se sprijind pe curba I

dos,
% (3.1)

Forma integrala dezvoltata a legii inductiei electromagnetice

€r =

er=§Ed§:—J.%—]t3dK+J.rot(\7+§)-dK (3.2)
r Sr Sr

evidentiazd cele doud componente ale tensiunii electromotoare induse:
O ftensiunea electromotoare indusd prin pulsatie, numita si tensiune electro-
motoare statica sau de transformare

OB —
€ry = —J.EdA (33)
Sr
stabilitd exclusiv prin variatia in timp a inductiei magnetice, suprafata Sr fiind fixa;
@ ftensiunea electromotoare indusd prin miscare:
Croee = Irot(x‘z +B)dA (3.4)
Sr

stabilitd exclusiv prin variatia in timp a suprafetei Sr, respectiv a curbei I, inductia
magnetica fiind constanta in timp.

De exemplu, intr-un conductor drept de lungime /
care se deplaseazad cu viteza v intr-un camp magnetic , nE
uniform de inductie constanti B (fig. 3.1) tensiunea - di >
. y 51
electromotoare indusa este VK BA
o PN -
ermise =(VxB)-[ =v-B-[-sina-cosp . (3.5) //}g
Daca conductorul se deplaseaza perpendicular pe \’_>\\7
o R . . o . BV N\
liniile de camp magnetic, t.e.m. indusa are valoarea maxima,

e=v-B-I. (3.6) Fig. 3.1.
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3.1.2. Aplicatii la legea inductiei electromagnetice

O Generarea tensiunilor electromotoare alternative
Se considera o bobina dreptunghiulara cu laturile 2a si b (fig. 3.2). Bobina se
roteste cu n rot/s in jurul axei proprii OO intr-un camp magnetic omogen de inductie
B constantd in timp si perpendiculard pe axa spirei. o
Notand cu ® = 2nn viteza unghiulard, unghiul o (Dk_.:L/

format la un moment dat de normala la planul bobinei cu

|
inductia magneticd este o = ot. Fluxul magnetic | %

fascicular @ este: |
|

— | T
® = | BdA =BAcosa =2abBcosot =®, coswt (3.7) l}\ '

Sri
unde @, =2abB este fluxul fascicular maxim prin bl 5y Bl
suprafata unei spire a bobinei.

Tensiunea electromotoare indusa in bobina este vy !

e:—N-d;():N-d)m-co-sincot
dt 0
sau, Fig. 3.2
e=E_ sin ot (3.8) 18 2.

unde cu E,, = N®,, s-a notat valoarea maxima sau amplitudinea acesteia.
Tensiunea electromotoare e variaza sinusoidal in timp cu frecventa
f = w/2n (fig. 3.3). Valoarea efectiva a tensiunii electromotoare este

E 27

B= 2=t NI Oy 244N 10, (3.9)
e, ©
AN
/‘ %%7“/2“ o= ot
Fig. 3.3.

Acelasi rezultat se obtine calculand tensiunea electromotoare indusa cu relatia
e:§E-d§:jB(\7x§)-d§, (3.10)
r r

unde conturul de integrare I" se ia de-a lungul conductorului bobinei. Pentru laturile b,
vectorii (vxB) si ds sunt omoparaleli (fig.1), iar pentru laturile 2a sunt perpen-

diculari. Prin urmare, despartind conturul I pe portiuni, integrala este nenuld numai pe
laturile b ale bobinei si rezulta:

e=2N-(vxB)-b=2b-v-N-B-sina.
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Viteza liniard fiind v = wa, rezulta, cum era de asteptat, aceeasi relatie pentru tensiunea

electromotoare:

e =2abNBwsin ot =E  sin wt.

Dispozitivul pune in evidentd principiul alternatorului monofazat.

Daca in loc de o bobina, dispozitivul contine
trei bobine dreptunghiulare identice, dispuse simetric
pe acelasi ax (fig. 3.4), fluxurile magnetice fasciculare
prin cele trei bobine vor fi

O, = D, cosmt
?, :d)mcos(oot—%t) (3.11)

D5 = (I)mcos(oot —4%)

1ar tensiunile electromotoare rezulta:
e, =E,  sin ot
e, =E_, sin(cot —277[)

e;=E, sin(cot—%t)

"

(3.12)

Tensiunile electromotoare obtinute sunt sinusoidale (alternative) si formeaza un

Fig. 3.5.

sistem trifazat simetric (fig. 3.5).

ot

Dispozitivul prezentat pune in evidenta principiul generatorului electric trifazat.

® O spira conductoare dreptunghiulara,
avand laturile a si b, se roteste in jurul uneia din
laturile mari cu viteza unghiulara o in campul
magnetic uniform §i variabil in timp B = B, sinw't
(fig. 3.6). Sa se calculeze t.e.m. indusa in spira.

In acest caz, tensiunea electromotoare indusa
are ambele componente:

FEds = [ B yx +b(v xB\ds
er_ﬁrEds_ j T dA+§r(va)ds.
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Asa cum se poate vedea din figura 3.6, unghiul dintre vectorii B si dA este
/(B,dA)=n/2—-0o=m/2-ot si componenta t.e.m. de transformare rezultd

e =- a—BdK:— a—Bcos T otdA,
Ttr ot : ot 2

respectiv,

OB . .
=——sin thdA =—abB,_o'cos®'t-sin ot.
T'tr ot
Sp

3.2. INDUCTIVITATILE CIRCUITELOR ELECTRICE

3.2.1. Notiuni teoretice

Inductivitatea proprie a unui circuit electric se defineste ca raportul dintre
fluxul magnetic total g _care strabate suprafata S limitata de conturul I" al circuitului
si curentul i care produce acest flux,

L= WTS . (3.13)

Unitatea de masura a inductivitatii in sistemul internagional este henry [H].

Pe langd inductivitatile proprii, in cazul circuitelor (bobinelor) cuplate
magnetic avem si inductivitati mutuale, precum si inductivitati utile si de dispersie.

Inductivitatea mutuala a unei bobine fata de altd bobina cu care este cuplata
magnetic L, este datd de raportul dintre fluxul magnetic y,, determinat de curentul din
prima bobina prin spirele celei de-a doua bobine si acest curent:

d
L,=¥irl N %2 S, (3.14)
l] i2=0 l] i2=0<
Analog,
d
Le¥al N %2 o) (3.15)
bl g i o<

In cazul circuitelor statice, inductivititile mutuale satisfac conditia de
recprocitate. Astfel, inductuctivititile mutuale a doud bobine fixe, cuplate magnetic, se
noteaza L =L=M.

Calculul inductivitatilor se face dupa urmatoarele etape:
1) se presupune bobina parcursa de curentul i;

2) se calculeaza inductia magnetica B in diferite puncte din cAmp (cel mai
des se utilizeaza formula lui Biot-Savart-Laplace);

3) se calculeaza fluxul magnetic ¢ = ﬁSEdK si apoi fluxul total, y = Ni;
Sr

4) se calculeaza inductivitatile cu relatiile de definitie.
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Pentru calculul inductivitatilor mutuale se poate utiliza s1 formula lui
Neumann. Expresia inductivitatii mutuale a doud circuite filiforme, situate intr-un
mediu liniar, este:

Lo =4 PR, (3.16)
Ln
unde ds; si ds; sunt doud elemente de lungime ale circuitelor de contururi I'y si respectiv
I'5, 1ar Ry, este distanta dintre acestea.

3.2.2. Aplicatii pentru calculul inductivitatilor

O Sa se calculeze inductivitatea unei bobine toroidale cu sectiunea pdtratd,
reprezentata in fig. 5. 5.

Se aplica legea circuitului magnetic
N (teorema lui Ampere),

I jSHd§ =Ni
T
I

Se alege curba inchisd I' de-a lungul unei linii de
cAmp pentru care vectorii H si dS sunt omopa-
raleli. Rezulta astfel

H-2mr=Ni=H =2

2mr
R2 R2
h d):jﬁd_: uH - hd :@ijg_
2n r
T R, A R1 R1
dr R, _ “'N'hiln&
Fig. 3.7. 2n R,

Daca sectiunea este rotunda de raza a << R,,R,, se considera o raza medie
R, +R

R =
2

2 si rezulta:
Ni N

“2nR |

m

unde /, =2nR este lungimea medie a unei linii de camp. Rezulta astfel,

uNi
/

2
L:E:—“N A

d=BA=
i /

Aj

m m

Relatia este valabila si pentru o bobina cilindricad (solenoid) de lungime /,, mult
mai mare decat diametrul acesteia.
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® Sa se calculeze inductivitatea proprie pe unitatea de lungime a unei linii
bifilare, fig. 3.8, avdnd conductoarele de raze a situate la distanta d (distanta dintre
axele de simetrie ale conductoarelor).

Se considera o portiune a liniei bifilare de lungime /, cu conductoarele de raza a,
situate la distanta d. Se considerd a << d << /. Daca sectiunea conductoarelor nu este
neglijabild, inductivitatea totala a liniei se compune din inductivitatea exterioard
corespunzatoare fluxului magnetic prin suprafata Sr dintre cele doua conductoare (fig.
3.8,a) si din inductivitatea interioard, corespunzatoare fluxului magnetic din interiorul
conductoarelor. |
Inductivitatea exterioara se calculeaza m

|
|
|
|
|
|
|

aplicand principiul superpozitiei:

|
ER e
|
:
r Lyl
|

j BdA j (B, +B,)dA .

~

L: =r =sr = I
© i i T JA li

d-a |
_“_olj'(l L gyl pd=a :
S 2n x+d—xdx_2nln a e
! Ly td__ N2 .
Se poate aproxima: & B @
! 5.
L, ~ g" lnd a) "B,
T Fig. 3.8.

Inductivitatea interioard se calculeaza pe
baza energiei magnetice interioare a conductoarelor [?]. Astfel, pentru inductivitatea
interioard a unui conductor (fig. 3.8,b) rezulta:

2 2 IMII? Hj( l
L==2W ==%|—"LdV=—
i .2 mi l.2 : 2 l-2 27‘[32

2
r) 2nrl-dr:u—l

i &1

Inductivitatea proprie a liniei bifilare pe unitatea de lungime este:

L.+2L, u,

1 4n(41nd+ur)H/m 01(41nd+ur)mH/km

L=

© Sa se calculeze inductivitatea mutuala dintre un conductor rectiliniu filiform

si un cadru dreptunghiular reprezentat in fig. 3.9.
Intensitatea campului magnetic si respectiv inductia L
magnetica la distanta r de conductor sunt date de relatiile:
If
H= 2 ; B=uH. dA )
o w . . Iyl dr
Fluxul magnetic prin suprafata cadrului dreptunghiular
se determina astfel: d 3
]2_J‘BdA J‘Bb d_uOlle‘dr uOllb lndga |
Sty Sr, k .
Fig. 3.9.

- 60 -



Inductivitatea mutuala rezulta:

@ Hob. d+a
L,=—2="""In .
2, 2n d

3.3. CIRCUITE MAGNETICE

3.3.1. Notiuni teoretice

Un circuit magnetic este un ansamblu de structura data, alcatuit din corpuri de
mare permeabilitate (feromagnetice), aflate in contact direct sau separate prin medii
nemagnetice, numite intrefieruri, prin care se inchid liniile cAmpului magnetic.

Calculul circuitelor magnetice se face cu ajutorul legii circuitului magnetic si al
legii fluxului magnetic. Calculul consta in determinarea solenatiei necesare pentru a
stabili un anumit flux, sau in calculul fluxului magnetic pentru o solenatie data. In regim
stationar si in anumite conditii i in regim cvasistationar, consecinte ale acestor legi sunt
legea lui Ohm si teoremele lui Kirchhoff pentru circuite magnetice, corespunzand dual
legii lui Ohm si respectiv teoremelor lui Kirchhoff pentru circuitele electrice.

Legea lui Ohm pentru circuite magnetice se exprimaprin relatiile

(12

care corespund dual relatiilor lui Ohm pentru circuite electrice. prin analogie cu relatiile
lui Ohm pentru circuite electrice.
Corespondenta duald a marimilor electrice si magnetice este:
tensiune electrica u <> tensiune magnetica up,
tensiune electromotoare e <> tensiune magnetomotoare umm (solenatie 0)
intensitate curent electric i <> flux magnetic fascicular ¢
rezistenta electrica R <> reluctanta magnetica R,
conductanta electricda G <> permeanta Ay, (Gn)
Pentru portiuni de circuit de lungime /, cu aria sectiunii transversale A si
permeabilitatea p constante, reluctanta si respectiv permeanta se calculeazd cu relatii
analoage rezistentei si respectiv conductantei electrice:

R., =HL; 4 =-1 =22 (3.18)

Teoremele lui Kirchhoff pentru circuite magnetice se scriu usor pe baza
corespondentei duale a marimilor electrice si magnetice. Astfel teorema a [-a Kirchhoff
stabileste ca suma algebrica a fluxurilor magnetice ¢; ale laturilor j fara dispersie
magneticd ramificate intr-un nod (k) al unui circuit magnetic este in orice moment nula,

Zd)j =0. (3.19)
je(k)

Teorema a Il-a Kirchhoff stabileste ca suma algebrica a solenatiilor ©; care
inlantuie laturile fara dispersie ale unui ochi de circuit magnetic este egala cu suma

algebrica a caderilor de tensiune magnetica Rw0; de pe laturile ochiului respectiv.
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D0,=> Ry, (3.20)

j€[m] j€[m]

Pentru un circuit magnetic cu n noduri si / laturi numarul ecuatiilor ce se obtin
prin aplicarea teoremelor lui Kirchhoff sunt date de aceleasi relatii ca in cazul retelelor
electrice, respectiv cu teorema intai se obtin n — 1 ecuatii, iar cu teorema a doua /—n+1
ecuatii pentru fluxurile magnetice din laturile circuitului.

3.3.2. Aplicatii pentru calculul circuitelor magnetice

O Un circuit magnetic fara intrefieruri are forma si dimensiunile din fig. 3.10.
Sa se determine fluxurile magnetice din juguri si coloane pentru urmatoarele valori ale

solenatiilor: 0, =0, =300Asp, 0, =600Asp. Se mai dau: A =24cm?, [, =160mm,
[, =60mm, pn=400H/m.

p
o= 0, ]
. o N
P [ > I
/ [1]
0, m2
eeeeeeee L o—o—s—
[
X Aeszznlz AT 2 6, [2] ;
fffffffff BEEEREE N
| -/
Fig. 3.10.
Se determina reluctantele portiunilor de circuit magnetic,
[, +21
R, =R, ,="—"2~029Asp/Wb; R, :l—‘:0,17Asp/Wb
HA LA

Circuitul magnetic are n=2noduri si /=3 laturi. Teoremele lui Kirchhoff
aplicate la nodul (1) si la ochiurile [1] si [2] dau ecuatiile:

TIK: (1) ¢, -, +9;=0.
T2K: [1] Ro@y + R0, =6, + 6,
2] Rp2@s + Rps @y =6, +6;
Prin rezolvarea sistemului de ecuatii rezulta:

0, = (Rm2 + R3 )61 + R0, — R, 1,05
1 A 1)
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- R0, + R0, +(Rm] +Rm2)63 .
A b

¢, =

Rm36] +(Rm] +Rm3)62 +Rm163 .
A )

O3 =

in care A este determinantul sistemului,

A=R R, +R R .+R R

ml m3 ml* m3

=0,183
Rezulta:

0, =0, :%:14,29%.

® Pentru electromagnetul din figura 3.11 se cere sd se determine solenatia 0
pentru stabilirea in intrefier a unui flux @y = 5-10° Wb. Grosimea g a circuitului
realizat din tole este 2cm. Datorita izolatiei dintre tole se va considera un factor de
umplere k = 0,9.

Celelate dimensiuni ale circuitului

magnetic sunt:
L l; = 20mm;
R 1| C [ = 27mm;
I3 = 20mm;
b : d a =60 mm,;
I3 I3 b =80 mm;
¢ =15 mm;
. L 5 d =25 mm;
a l a e =60 mm,;

Fig. 3.11. Aplicand teorema lui Ampere se
obtine:

fHds =0, NI,
r

ﬁﬁd§=Hzlz +Holi +2H5/5.
I

Intensitatea campului magnetic in intrefier este

4
Ho=Bo_ ®o____ 510 —79,6 Asp/m.

Lo WoAo 4m-1077.5.107%

Solenatia in intrefier 0o =Ho/i =1592 Asp.

Fluxul magnetic 1n miez este egal cu fluxul magnetic din intrefier, ®g. = Dy si
inductia magnetica este:

® 510~
B =Brpe = - ~1,85T .
27U KA 093107
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Din curba B(H) specifica materialului feromagnetic rezultd Hp. = H, =190A/cm.
02 =Hpe/> =190-9,7=1843 Asp.
In juguri:

By=—® _ 5107 yip oy, 239 Asp/m; 03 =2Hsls =84Asp.
k-As 0,9-5107*

Solenatia totala este Os; =00 +02 +03=1593+1843+84=3520Asp.

®© [n intrefierul electromagnetului de curent alternativ din figura 3.12, fluxul
magnetic este ®, =0,0005Wb. Partea superioara a circuitului magnetic este
construita din otel electrotehnic, iar armdtura inferioara din otel turnat. Dimensiunile
circuitului sunt date in figura, tensiunea de alimentare a bobinelor electromagnetului
este de 120 V. Se cere sa se dimesioneze bobina (bobinele sunt conectate in paralel) —
numarul de spire, curentul, sectiunea conductorului, dimensiunile bobinei. Cum se
modifica parametrii bobinelor daca tensiunea de alimentare este de 2U. Se neglijeaza
fluxul magnetic de dispersie.

Se presupun cunoscute numarul de spire al bobinei N/2 si curentul I absorbit de
fiecare bobina in parte. Alegand un contur I' ca in figurd, cu teorema lui Ampere avem

fHds =0, =NI.
r

120
A
] S
| )
| IR S
| |
|
20 20 20| |
| . ()
| | —
| |
| |
| |
! !

P I, —_—— S
| T ”
N ss——— +

)y 20
Fig. 3.12.

Conturul I' cuprinde trei portiuni distincte, una de otel electrotehnic, una de aer
siuna de otel turnat, teorema lui Ampere devine:

jSHdg —H,l, +H5+H,[,,
T

unde: H este intensitatea medie a cAmpului magnetic; /,- lungimea medie a por{iunii
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de otel electrotehnic (I, =120+2-90 =300mm); H; - intensitatea cAmpului magnetic
in aer; 6 intrefierul total al circuitului, d =1mm; H, - intensitatea medie a campului
magnetic in armdturd; /, - lungimea medie a armaturii, /, =120mm.
Inductia magnetica Bj, respectiv intensitatea cimpului magnetic H; din intrefier
se pot determina imediat deoarece sunt date de valoarea fluxului in intrefier:
B; B;A @,

H.=—"2= =
° Ho  MoA  HoA

2

unde A este suprafata sectiunii transversale a circuitului (A:20-20:400mm2 ) Astfel,

5.-107* 6
H. = ~10° Asp/m.
5= 47107 -400-10-° sp/m

Daca acum se aplica legea fluxului magnetic pentru o suprafata inchisa X, care
taie transfersal armatura si trece prin Intrefier ca in fig. 3.12, se obtine:

j;EdK:BSA—BaA =0, de unde rezultd B; =B, .
z

Analog, se obtine B; =B, .

Daca se cunosc inductiile magnetice in otelul electrotehnic si in armatura, si
curbele de magnetizare ale materialelor respective, se determind usor si intensitatile
campurilor magnetice. Astfel, se obtine:

4
B, = B; :%:1,25%/m2; H, =976Asp/m;

B, =1,25Wb/m; H, =1430Asp/m ..

Cu datele de mai sus se poate calcula solenafia O :
05, =Hyl, + Hsd+H,1, =976-0,3+10° -107° +1430-0,12 =
=292 +1000+172=1464Asp .

Pentru calculul bobinelor se utilizeaza legea lui Ohm,

NI 1. Os
U=R-I=p—"2]=p2-L
p2 S ps 2

2

unde s reprezintd sectiunea conductorului, iar /, este lungimea medie a spirelor

bobinei. Se poate aprecia I, =0,12m, astfel marimea s rezulta:

S:PQZLGSr —0,021.10-¢ %:12:1464

_ 10-6m2 — 2
U 2120 =0,154-10""m* =0,154mm~.

In acest caz s-a luat p=0,021-10°Qmm?/m. S-a ales conductor de cupru izolat,
diametrul conductorului fara izolatie fiind de 0,44mm.
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Densitatea normala de curent in bobine de electromagneti cu racire naturald se ia
de aproximativ 2,5A /mm?*. Rezulta curentul admis in bobina

I=s5-J=0,385A,

iar numarul de spire al bobinei

N_O _ 1464 _ :
2 T2 T 72.0385 ~ [P00spire

Dimensiunile aproximative ale bobinei se pot determina pe baza coeficientului
de umplere al izolatiei, care reprezinta raportul dintre suprafata cuprului propriu-zis si
suprafata totald a bobinei, coeficient care pentru conductor rotund este k =0,25---0,5
(alegem pentru cazul nostru k =0,3). In cazul studiat, sectiunea cuprului propriu-zis al
bobinei este

Ag, = %s =1900-0,154 = 292mm?,
iar suprafata totald a sectiunii transfersale a bobinei este

Aw 292 _970mm?.

Abob: k - 0’3

Luand pentru bobina ndlf{imea h = 50mm , rezultd grosimea bobinei g =20mm.

Cu aceste date se verifica imediat ca /, =0,12m, altfel calculul trebuia refacut.

Daci tensiunea de alimentare a bobinei este U’ =2U =240V rezulta:

s =s U N=NY. r=1Y,
U U U

dacad se considera acceiasi densitate de curent si aceeiasi valoare a lungimii /,, .

Relatiile de mai sus, care aratd ca numarul de spire al bobinei este proportional
cu tensiunea de alimentare, iar sectiunea conductorului bobinei invers proportional cu
tensiunea, sunt utilizate ori de cate ori se recondifioneazd bobinele vreunui
electromagnet de la o tensiune la alta.

Se mai remarca, de asemenea, ca numarul de spire al bobinei si deci cantitatea
de cupru utilizatd depind direct de marimea intrefierului &, intrucat in expresia
solenatiei Og cea mai mare parte o constituie amper-spirele necesare intrefierului. Cu

cat & este mai mic la un flux dat, cantitatea de cupru utilizatd este mai mica si puterea
in bobina, de asemenea, mai mica.
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3.4. ENERGIA SI FORTELE CAMPULUI MAGNETIC

3.4.1. Notiuni teoretice

Energia localizatd in cimpul magnetic al unui sisteme de n circuite (bobine)
fixe sau 1n imobilitate relativa intre ele, parcurse de curentii electrici iy care genereaza
fluxurile magnetice vy (k = 1,2, ...,n), situate intr-un mediu liniar din punct de vedere
magnetic este datd de relatia [12, 14]

W =%Zikwk (3.21)
k=1

numita si energia de interactiune a curentilor electrici.
Expresia energiei magnetice poate fi scrisd, in conditiile mentionate, si functie
de inductivitatile proprii si mutuale ale circuitelor sub forma

n n N 1 n . n .
W :%ZZijljlk :EZ:ijlJZ "';ijljlk . (3.22)

k=1 " j=I ,
(i<k)
Expresia energiei magnetice a unei bobine cu inductivitatea proprie L parcursa
de curentul i

2
1. . ly2_1V
mEmayei=sLit =L 3.23
W =gwi=sLm=571 (3:23)
iar pentru doud bobine cuplate magnetic avem
W :%L”if +%L22i§ + Mii, . (3.24)

In cazul general, energia magneticd poate fi calculati pe baza densitdtii de
volum a energiei magnetice este data de relatia [12]

Wi = %E-E (3.25)

Energia magneticd se calculeazd integrand expresia densitdtii de volum a
energiei pe intreg domeniul in care existd cimp magnetic:

W :Iw,n dV:%Iﬁ-ﬁdV (3.26)
v v
Daca mediul magnetic este liniar, fira magnetizatie permanentd, expresia
densitatii de volum a energiei magnetice se poate scrie sub forma

- 2
H-B:%MHZ -1B° (3.27)

Ca si In cazul campului electrostatic, actiunile ponderomotoare (forte sau
momente) pot fi determinate pe baza expresiei energiei magnetice, utilizand teoremele
fortelor generalizate la fluxuri magnetice constante, respectiv la curenti constanti [?]:

oW . oW
X, =— o tiv X, = = , 3.28
- ( an j\u—const. > FESPECY - ( an ji—const. ( )
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in care sensul pozitiv al fortei generalizate Xy corespunde cresterii coordonatei
generalizate xy.

Fortele care actioneaza in camp magnetic pot fi calculate si pe baza densitatii de
volum a fortei data de relatia [3, 12]

fu=TxB-LlH2 gradu+%grad(H2%t) (3.29)

1
2
in care termenii ce intervin au urmatoarea semnificatie:

e JxB - densitatea de volum a fortei ce actioneazi asupra conductoarelor in
stare electrocinetica;

o —%Hz -grad u - densitatea de volum a fortei datoratd neomogenitafii

permeabilitatii magnetice;

2 drt
permeabilitatii cu densitatea de masa (densitatea fortei de magnetostrictiune).

ol grczal(H2 d—urj - densitatea de volum a fortei datoratd variatiei

Forta totala exercitata asupra unui corp se va calcula cu relatia:

F=|f,dv (3.30)

m
VCDrp

De exemplu, forta ce actioneaza asupra unui conductor filiform parcurs de
curentul j, situat in camp magnetic (fig. 3.13), se calculeaza astfel:

f-dv=|(IxB)-dv

Vcorp Vcorp
Elementul de volumdV =dA-ds si tindand cont ci
vectorii J,dA si ds sunt omoparaleli, rezulta:

N
F=[(7xB)(dA-ds)dV = j (dsxB) j T.dA,
Veor M A
N
respectiv, F = I(ds x B).
M
S-a obtinut astfel expresia fortei Laplace.

Fig. 3.13.

3.4.2. Aplicatii

O Forta care se exercita intre conductoarele unei linii bifilare.
Pentru inductivitatea liniei bifilare s-a stabilit expresia (§ 3.2.2)

ol ( d )
L=""--4ln—= )
4n a+Mr

Singura variabila fiind distanta d dintre conductoare, se va calcula forta de
respingere dintre conductoarele liniei (corespunde cresterii coordonatei d).
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Utilizand expresiile energiei magnetice W, :%Li 2 :%WT, se determina
p oo [OWa :_W_Z.Q(i):_W_Z.[_L L _i% oL
¢ od )y =ct. 2 oOt'L 2 L) 0 2 od’

oW, 0 (1 .2) i2 L. OL _mo-l
= m :——L = — . =" —_—

sau Ky (6d ji:ct. od2" izet. ™27 ad” 2d md

si rezulta

-2
Fy =p, AL
d o) 27'Cd

S-a obtinut astfel expresia fortei electrodinamice (forta Ampere).

® Forta portanti a unui electromagnet.
Din expresia densitdtii de volum a energiei magnetice scrsa sub forma

_1B?
rezultd ca, pentru B = const., energia magnetica are densitatea cu atat mai mare, cu cat
permeabilitatea magneticd a mediului p este mai mica.

Astfel, in cazul circuitului magnetic cu Iintrefier al unui electromagnet
2

reprezentat In figura 3.14, densitatea energiei magnetice in intrefier, w,, = 2B—, este
Lo
) R ) .. S ) B2
mult mai mare decat densitatea energiei magnetice in miez, w, =—=——, deoarece

mFe
2“Fe
Ug >> U, , Inductia magnetica in miez fiind egald cu cea din intrefier (rezultda simplu

aplicand legea fluxului magnetic pentru o suprafatd inchisa X ca cea din figurd). Practic,
se poate considera ca energia magnetica este localizata in intrefier.
Energia magnetica inmagazinata in volumul celor doua

intrefieruri este 0
. —_—— e =
B B2A-5 o> \ Liee
Wiy = Wing - Vo = D—-2A5 = BA-0 = -
2Ho Ho = A A
. ] . . =
si forta portantd a electromagnetului se determind cu o—— Tp ot
teorema fortelor generalizate: | " Ho —Zj—l— 3

£ (W, __BA
° 5 Jy(B)=ct. Ho
Fs

Semnul "-" arata ca forta este indreptatd in sensul Fig. 3.14.
descresterii intrefierului o, adica este o forta de atractie.

O Sa se determine cuplul C, care actioneaza asupra bobinei mobile 2 situata
in interiorul unei bobine foarte lungi (solenoid) 1, reprezentata in fig. 3.15.

Se aplica teoremele fortelor generalizate,
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N]: i]
Comy .
(o N23l2
& A
[
Fig. 3. 15

oW
Ca _( do jizct..

Pentru doua bobine cuplate magnetic avem

Wm :%L]ilz "’%inz2 +L12i1i2 5

unde: L;, L, sunt inductivititile proprii constante; L,, = L, (). Asadar, cuplul care
actioneaza asupra bobinei 2 este dat de relatia:

(oW, .. 0L,
Ca—( 7 ji_ct =hi, >~

Se aproximeaza campul magnetic al bobinei 1 ca fiind uniform. Intensitatea
campului magnetic pentru un solenoid este

] N,i
H =—+=B, =pH, =p,——.

_ 2 .. .
C, =N, —; hbsina.

Din ultima relatie rezulta ca cuplul actioneaza in sensul micsorarii unghiului o,
respectiv al cresterii fluxului y,, si a energiei magnetice.
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4. CIRCUITE ELECTRICE LINIARE
DE CURENT CONTINUU

4.1. STRUCTURA CIRCUITELOR DE CURENT CONTINUU

Un circuit electric este un ansamblu de generatoare (surse de energie) si
receptoare cu legaturi electrice intre ele. Un ansamblu de circuite cu legdtura electrica
intre ele constituie o refea electrica.

Un circuit electric de curent continuu este constituit, in general, dintr-un
ansamblu de surse de energie si rezistoare, parametrii care intervin in acest caz fiind
rezistentele rezistoarelor si tensiunile electromotoare sau curentii surselor de tensiune,
respectiv de curent, precum si rezistentele sau conductantele interioare ale acestor surse.

O latura a unei retele electrice reprezinta o portiune neramificata cuprinsa intre
douad extremitati numite noduri. O succesiune de laturi dupa un contur inchis constituie
un ochi sau o bucla a retelei electrice.

Structura oricarei retele electrice este complet determinatd daca se cunosc:
numarul de laturi (/), numarul de noduri (n) si numdrul ochiurilor sau buclelor
independente sau fundamentale (o).

Se numeste ochi independent sau fundamental (bucla independentd sau
fundamentala), acel ochi (bucld) care confine cel putin o laturda necomuna cu alte ochiuri
(bucle) ale retelei. Existd feorema [ui Euler care da numarul ochiurilor (buclelor)
independente:

o=[-n+1 4.1)
Pe schema retelei electrice de curent continuu  din
figura 1.1, s-au notat astfel:

- (1), (2),(3), (4) —noduri, n =4;

- 1,2,..,6 —laturi, [ = 6;

— [11,[2], [3] — ochiuri independente;

— Ry, Ry, ..., Rg —rezistoare,

— Es, E¢ — generatoare de tensiune.

Cu relatia (4.1) se calculeaza numarul ochiurilor
independente: 0 =6 —4 +1 = 3.
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4.2. TRANSFIGURAREA CIRCUITELOR ELECTRICE
LINIARE DE CURENT CONTINUU

O Circuite serie.

Circuitele ale caror elemente sunt conectate astfel incat toate sunt parcurse de
acelasi curent, se numesc circuite in conexiunea serie sau, prescurtat, circuite serie.

Pentru a obtine un rezultat cat mai general, se presupune ca fiecare din cele n
elemente ale circuitului serie este o sursa, deci are t.e.m. si rezistentd, reprezentata prin
schema echivalenta serie (fig. 4.1).

Fig. 4.1.

Se vede imediat ca tensiunea la bornele circuitului serie este

U:U1+U2+...+Uk+...+Un:ZUk. (4.1)
k=1
Aplicand legea conductiei electrice, tensiunea la bornele elementului k al
circuitului serie este:
Ug=Ril-Ex,k=1,2,...,n (1.2)

Inlocuind in relatia anterioara, rezulta:

U=1 ZRk —ZEk (4.3)
k=1 k=1
Pentru dipolul echivalent, legea conductiei electrice da:
U:I'Re_Ee. (4.4)
Prin identificare, din ecuatiile (4.32) si (4.33) rezulta:

Re = ZRk; E. =§Ek. (4.5)

Asadar, circuitul serie are o rezistenta echivalenta R, egala cu suma rezistentelor
elementelor inseriate si o t.e.m. echivalentd E. egala cu suma t.e.m. ale elementelor
inseriate. In E. insumarea se face algebric, luandu-se cu semnul "+" t.e.m. care au
acelasi sens cu curentul si cu semnul "—" cele care au sens contrar curentului.
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Se considera circuitul serie cu surse echivalente de curent (fig. 4.2), unde

Ex . 1
Lok ==k st Gk =—.

Ry Ry
Igl Ig2 ng Ign
[ & >
R Bl
U, U, Uy U,
U
0
I
1
U
Fig. 4.2.

Aplicand teorema a I-a Kirchhoff, curentul prin rezistorul de conductanta Gy
rezulta:

Ik=1-1Ig, b (4.6)
iar tensiunea la bornele dipolului k este
L )
G, G, G

Inlocuind 1in relatia tensiunii la borne, se obtine:

n n 1 n 1
U= Uk :{ —]I— — Ik . (4.8)
Tensiunea la bornele de acces ale dipolului echivalent este

1 1
U=—1-—1I,. 4.9
Gl Gk (4.9)

Prin identificare, din ecuatiile (4.7) si (4.8), rezulta:

) Zn:Rkng
_ k=1

=Y e (4.10)
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In cazul particular al circuitului format din n rezistoare conectate in serie (fig.
4.3), rezultd evident:

R, =) R, (4.11)
k=1
- Ly 1
sau, functie de conductante G. —; G (4.12)

Distributia tensiunilor pe rezistoarele conectate in serie se face pro-portional cu
rezistenta acestora. Astfel, din relatia curentului

U U U U _U, (4.13)

I R.R, R, "R,TR

tensiunea la bornele rezistorului k rezulta:

U, =2k, (4.14)

Un caz particular, intdlnit frecvent in practica, este 1
divizorul rezistiv de tensiune a carui schema este prezentata in
figura 4.24. Tensiunea U; aplicata la intrarea circuitului este R,
divizatd pe cele doud rezistoare inseriate R; si R, astfel ca
tensiunea obtinuta la iesire, Uy, se scrie imediat pe baza relatiei Ui 2
(4.4) astfel: R, le
= LUI )

R] + Rz

U, 415 1 X

Fig. 4.4.

® Circuite derivatie

Circuitele formate din elemente carora li se aplica aceeasi tensiune ca urmare a
faptului c@ sunt conectate la aceeasi pereche de borne se numesc circuite in conexiunea
derivatie, prescurtat, circuite derivatie sau paralel.

Consideram circuitul format din n surse reale reprezentate prin surse de tensiune,
figura 4.5.

Fig. 4.5.
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Aplicand legea conductiei electrice, curentul din latura k rezulta:

U+E =R, = I, =u-L 4+ Ex

. 4.1
R. TR, (4.16)

Cu teorema a I-a Kirchhoft se obtine:

& (& g
I= ;Ik _U(;R—k]Jr;R—t (4.17)

Pentru dipolul echivelent, expresia curentului este

1 1
=Ly E.. 418
R. =~ R, (4.18)

Prin identificarea ecuatiilor (4.17) si (4.18) rezulta:

G E
L-M L E kZ' : k. (4.19)

>
k=1

Se considera cazul cand sursele sunt reprezentate prin schema echivalenta cu
generatoare de curent, fig. 4.6.

I
|
S S
U
|
Fig. 4.6.
Cu teorema a I-a Kirchhoff se scrie si in acest caz
1=>1, (4.20)
k=1
unde I, = G U + ng, k=1,2,..,n
Rezultd astfel: 1= (ZGk ]U + > 1. (4.21)
k=1 k=1

Pentru dipolul echivalent curentul este:
[=GeU + Ig. (4.22)
Prin identificare, din ecuatiile (4.21) si (4.22) rezulta:
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n

Ge=) Gi:ly =2 L. (4.23)

k=1

In cazul particular a n rezistoare legate in paralel, rezultd in mod evident

1 _y |l 1
— = — sau G, = —_— 4.24
R. = Ri = Ri ( )
Daca cele n rezistoare au valori egale, atunci Re = R/n.
Pentru doua rezistoare R; si R, legate in paralel, R. = _RiR; .
R] + R2

© Transfigurarea stea - poligon complet

Un circuit in care la fiecare bornd de acces este conectatd o singura latura care o
uneste cu un nod comun (0), se numeste circuit in conexiunea Stea sau, prescurtat,
circuit stea (fig. 4.7,a). Punctul (0) comun tuturor laturilor se numeste punct neutru.

Un circuit care are intre fiecare pereche de borne de acces are cate o latura se
numeste circuit Tn conexiunea poligon complet sau circuit poligon complet (fig. 4.7,b).

Fig. 4.7.

a) Circuitul in conexiunea stea. Intensitatea curentului I; care intrd pe la borna
(j) a circuitului stea, in baza legii lut Ohm se scrie:

Ii=G;(U;+E); j=1,2,...,n (4.25)
Tensiunea la bornele laturii j este:
Uj=V;—-V,, j=12,...,n (4.26)

Teorema I Kirchhoft pentru nodul (0) se scrie:

1, =0. (4.27)

m
k=
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Inlocuind in aceasta relatie curentul I; dat de (4.25) si tensiunea Uj data de
(4.26), se poate deduce potentialul punctului neutru Vj astfel:

ZG Vi + ZGE

ZG(V Vo+E)=0 = Vo=""—
) 2.6

i=1
Inlocuind V, in (4.25) scrisd sub forma

1;=G;[(V;=Vy )+E;]

si schimband indicii, rezultd succesiv:

I;=Gj| V;- kzlm - kzlm +E. |=
o, o
k=1 k=1
= mGj (inVj—inVk—inEk-FinEj], j=12,...,m
G\ = k=1 k=1 k=1

sau, avand In vedere cd V; — Vi = Uy, se poate scrie
Z G

ZGkUJHZG (B, - E\)
k¢J k¢J
1=1

In final, expresia curentului luat de circuitul in stea pe la borna (j) se pune sub forma:

& G,G & G,G
=) SR U Yy (B - By (4.28)

b) Circuitul cu conexiune poligon complet. Intensitatea curentului din latura jk
a circuitului poligin complet, pe baza legii lui Ohm, se scrie:

[jc= Gix(Uj+ Ejp).- (4.29)

Expresia curentului luat de circuitul poligon complet pe la borna (j) se deduce
aplicand teorema a I-a Kirchhoff, astfel:

I —ZIJk _ZGJkUJk +ZGJkEJk,_] 1 2 (430)
k¢]

(k#]) k¢]

Din identificarea expresiilor curentilor (4.4) si (4.6) rezultd ca cele doua circuite,
stea si poligon complet, sunt echivalente daca sunt satisfacute relatiile:
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Gy=——, JLk=L2,...,m j=zk (4.31)

si

ZGjEjk :Z SO g, —E), j=1,2,...m k=] (4.32)

Se observa ca Gj = Gy; s1 deci, dacd se da circuitul stea prin conductantele sale
Gk st t.e.m. Ey, se pot calcula toate conductantele Gk ale laturilor circuitului in poligon
complet, precum si sursele acestuia Ejx care satisfac relatiile:

EijEj —Ek, j,kz 1, 2,..., m; jik. (433)

Trecerea de la un circuit in poligon complet la circuitul echivalent in stea nu
este totdeauna posibila deoarece numarul n al ecuatiilor independente (4.58) este, in
general, mai mare decat numarul m al conductantelor Gy (rezistentelor Ry) ale
circuitului In stea, cu exceptia cazului cand m = 3. Rezultd cd, in timp ce transfigurarea
stea-poligon complet este intotdeauna posibild, transfigurarea inversa, poligon — stea
este posibila numai in cazul in care poligonul este un triunghi.

In cazul particular m = 3, avem transfiguririle stea — triunghi si invers, triunghi —
stea (fig. 4.25).

(1) (1

R3;
Ea
@ G) QF—F—=—>¢)
Fig. 4.8.

O Transfigurarea stea - triunghi. Conductantele si tensiunile electromotoare
ale circuitului echivalent in triunghi se determina cu relatiile (4.58) si (4.60), respectiv:

G]G2 G2G3 G]G3
Gh=——"-——.,Gpn="—"""""—,G31=—-"7"7"——; 4.34
? G]+G2 +G3 » G]+G2 +G3 . G]+G2 +G3 ( )
E]2 == E] —Ez, E23 = E2 —E3, E3] = E3 —E]. (435)
Cu rezistente, relatiile de echivalenta (4.34) pot fi scrise sub forma:
R12:R1+R2 +m; R23:R2 +R3+R2R3; R3]:R1+R3+R]R3. (436)
R; R, R,
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O Transfigurarea triunghi - stea. Conductantele sau rezistentele circuitului in
stea echivalent unui circuit triunghi dat, se obfin din sistemele de ecuatii (4.34) si
respectiv (4.36). Expresiile lor pot fi puse sub forma:

respectiv,

G =G +G+—F—" GG >
Gy
G,=Gp, +G23+G]C2iG23 > (4.37)
13

G3=G3+Gpu+——2 G]éGB

12

R,= RisRpp .
R, +R;3+R 7
_ R,R o3 .
Rz_R12+R13+R23’ (4.38)
R,—— RuRy
Rip+Ri3+Ry

Tensiunile electromotoare se determina cu rel.(4.59), care pentru m = 3, se scriu:

respectiv,

3 3
D GuEp = Gul(E; —Ex), j=123; k=]j
k=1 k=1

GpEn +GiE;s = Glz(El —E2)+ G]S(E] —E3)
G2Exn +GnEy =Gy (Ez —E1)+G23(E2 —E3)

Se mai considera o conditie de forma

GiEi+ GE,+ G3Es=0 (439)

si t.e.m. ale circuitului stea echivalent circuitului triunghi dat, rezulta:

sau, sub forma

E _GE;p+GiE;s.
" G+G,+G;
_G3Ex+GE,.
E2="64G1G, * (4-40)
E _GE;+GyEs
7 G+G,+G;

GE,=G;E,+G;3E);
G,E,=G5Exn+GyEy, (4.41)
G3E;=G3,E; +G3Es,
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Aceste relatii corespund urmatoarelor relatii intre curenfii de scurtcircuit ai laturilor
stelei, respectiv triunghiului (cand pe laturi sunt generatoare de curent, fig. 4.9:

Is] :Is]2 _1531
Isz 21523 _Is]2

153 :ISSI _1523

) e ®  ©

Fig. 4.9,

Aplicatii la transfigurea circuitelor electrice.

4.1. Sa se determine sursa de tensiune echivalenta din fig. 4.10.

Fig. 4.10.

Se aplica teorema a I-a lui Kirchhoff pentru nodul (A):
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[=1, +1,~Ty+1, 1, =SB U*Es Es7U UtEs Es-U_

R, R, R, R, R

E E E. E, E

U 1,52 B3 B4 Bs

ZR ( R, R;3; R, R;

Pentru circuitul echivalent:

+E E
I= U+E, = U-L+ .
R, R R

€ €

Din echivalenta ecuatiilor rezulta relatiile:

Loy lg- (E_E_E_E_E_}

R, R, R, R, R

3
Zn:Eka

5

sau: E = k:‘n
2.Gi
k=1

Termenii E, G se iau cu semnul "—" daca E, este orientata invers fatd de tensiunea de
la borne U.

4.2. 8a se determine sursa de tensiune echivalenta a gruparii din fig. 4.11.

Jl

Fig. 4.11.

1=J,+J,-1,+U(G,+G, +G,)
I=J,.+U-G,

J.=J,+J,-J;; G, =G, +G, +G;.

-81 -



4.3. Sa se determine rezistenta echivalenta pentru conexiunea de tip lant infinit
(scara) a rezistoarelor.

a) Conexiunea lant infinit de tip I, fig. 4.12.

1 R @ Kk R; (1) R 2) (1)

o o—_ 1 +—— 4‘:'7
Tip'T
U Ry R; Rl | & U R¢| |Re D = U Rer
AL > i @) A0
Fig. 4.12.
R (1-1)=R (2-2) lanful este infinit;
t 'Rl . . . . .
R.=R; +m:> R, rezistenta dipolului echivalent;
R, 4R
R.=—+1+ [1+—" |.
T2 [ R, }
b) Conexiunea de tip T, fig. 4.13.
W) R @) R 0 N
o S ——
TipT
U R¢ R¢ R R < U
O L J L ® L 4
1 @ ()
Fig. 4.13

4.3. Opt rezistenfe sunt conectate in forma
unui patrat cu diagonalele unite in centru, .
rezistenta fiecarei laturi este R, (fig. 4.14). Se cere
sa se calculeze rezistenta echivalenta:

a) intre doud vérfuri opuse a—a ;

b) intre doua varfuri adiacente a—b; A [

c) intre un varf si centrul patratului a — c.

Varianta 1.

Prin aplicarea teoremelor transfigurarii, se
poate ajunge la o retea formatd numai de
rezistente conectate in serie §i in paralel, fard a
mai avea deci legaturi in punte.
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Cazul a). Rezistenta echivalenta R, intre doud varfuri opuse a —a , se poate
obtine prin transfigurarea sistemelor de cate trei rezistente conectate in stea, in nodul b,
respectiv b, fig. 4.7.

Daca R,, R,, R, sunt rezistentele din conexiunea stea, atunci rezistentele R,,,

R,5, R, din conexiunea triunghi se determina din:

_RR, +R,R, +R,R,
R, '

R

12

In cazul dat,R, =R, =R, =R si deci rezult:
R,=R,, =R, =R =3R.
Intre varfurile a—a se obtin doud

rezistente R conectate In paralel cu doud grupuri

de rezistente — formate din doud rezistenfe R
conectate 1n paralel cu rezistenta R — conectate in

T e e e e e e e e e e

serie, fig. 4.15. Rezistenta echivalenta R -, intre
varfurile a —a' se obtine din:
0 S T A B
W ROR 12 1
YT
R R R
de unde se obtine:
1 3 1
—_— =+ —. B /
R. R 2R Y f
> L
A . N . . \
Inlocuind pe R in functie de R, se obtine: Y ‘7
\ /
R R R > /R
R . 2 | _
a’ —E . R [}_'_RTl'_ _|__|{‘ ]
. ) . N ool EOUR
Cazul b). Rezistenta echivalentd R, , intre R ,:‘; O
. . : . \
doua varfuri adiacente ab, se obtine prin aplicarea 4,! R R N4
. - se s . . L
teoremei transfigurarii sistemelor de rezistente din / \
f . 1
conexiunile triunghi avand varfurile achb, & — )
respectiv bea , fig. 4.16. Fig. 4.16.

Daca Ry,, R,;, Rj; sunt rezistentele din

conexiunea triunghi, atunci rezistentele R;, R,, R; din conexiunea stea se obfine din:

_ R Ry;
Ry + Ry + Ry,

1

In cazul dat, R, = R); = R;; =R sidecisi R, =R, =R, =R’ :%R.
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Intre virfurile ab, rezsitenta R este conectatd in paralel cu doud rezistente R’
conectate in serie cu un grup de rezistente (format din doui rezistente R conectate in
paralel cu alte doud rezistente R si in serie cu rezistenta R).

Rezulta,

. 1
™ Rap

1
(R"+R"JR"+R+R")
R'+R"+R"+R+R"

1
==+
R

R+ +R"
de aici rezulta:
1 1, 4R'+R
Ry R 4R'(3R"+R)
Inlocuind pe R in functie de R, se obtine R, :
8
=—R.
ab 15
Cazul c¢). Rezistenta echivalentd R

R

intre

ac?
unul din varfuri si centru se obtine prin aplicarea
teoremei transfigurarii sistemelor de rezistente in

conexiune stea cu centrul in b, respectiv b, ca in
fig. 4.16. Se obtine astfel circuitul echivalent din
fig. 4.17,unde R =3R.

a Intrre varful a si centrul c, rezistentele

Fig. 4.17. R, R, R sunt conectate in paralel cu grupul

format din doua rezistente R (in paralel), conectate in serie cu grupul de rezistente R ,

R, si R (conectate in paralel).
Rezulta:

Inlocuind pe R in ecuatia precedentd, se

obtine o ecuatie in R, din care se determind R, :

ac :lR
15

Varianta I1.

Sistemul este format din rezistente
identice. In raport cu bornele fati de care se
calculeaza rezistenta echivalenta, sistemul
prezinta o simetrie pe baza careia se pot identifica
nodurile din retea care au acelasi potential (daca
se alimenteaza sistemul de la o sursa de tensiune
constantd). Se pot uni nodurile echipotentiale prin
conductoare perfecte si astfel se poate reduce
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sistemul cu rezistente conectate in puncte, la un sistem cu rezistente conectate numai in
serie si in paralel

Cazul a). Din fig. 4.6 se deduce ci nodurile b, b si ¢ au acelasi potential. Unind
aceste noduri, se obtine reteaua din fig. 4.10. Se obtine un sistem de trei rezistente egale,
conectate in paralel intre nodurile a —c si in serie cu alte trei rezistenfe egale, conectate

in paralel intre nodurile c—a .

Rezistenta echivalenta, in raport cu bornele a —a este:

" 5 R =R, +R_,
b, 2 2 % unde:
. R .
R, =—= Rca, )
R R 3
Rezulta:

I o A

Se obtine acelasi rezultat ca in prima
varianta.

Cazul b). Din fig. 4.6. se constatd ca
mijlocul rezistentelor conecate intre nodurile a —b
si a'-b' au acelasi potential cu nodul c. Unind
aceste puncte se obtine reteaua din fig. 4.14. Se
observd cd rezistenta echivalenta R', dintre nodurile b—c, este egald cu rezistenta

ro | by
e |

Fig. 4.19

echivalenta R, dintre nodurile ¢ —a. Rezulta,r, =1, +r1,.

. , .. . R
Intre nodurile b —c¢ sunt conectate trei rezistente in paralel: una este —, a doua este R,

. . < 1 . - h oA . - . . R
iar a treia este formata dintr-o rezistenta R in serie cu doua rezistente: R si — conectate

in paralel. Deci,

1 _r. 1.1
R'bc 5 R RE
2 2
in final, rezulta
8R
R, =2R' =—.
ab be 15

Cazul ¢). Din fig. 4.19. se constata ca nodurile b —b' au acelasi potential daca
reteaua este alimentatd pe la bornele ac. Unind aceste noduri se obfine reteaua din fig.
4.20. Rezistenta echivalentd 7, este:

_ R(R'b4R',.)
“  R+R'D4R',,

2
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2

R(R
—| —+R
22+4)

R R
—+ —-+R
2 2

@ unde, R', = %

' —
R'\. =

fnlocuind in R, pe R' , > Pe R, st R, se

obtine acelasi rezultat ca la prima varianta,

(53
R =—~= °/__"°

R+5+37R 15

Fig. 4.20

4.3. ANALIZA RETELELOR ELECTRICE
LINIARE DE CURENT CONTINUU

4.3.1. Introducere

Se dau t.e.m. ale generatoarelor de tensiune si curentii generatoarelor de curent
si valorile rezistenfelor sau conductantelor. Analiza constd in determinarea curentilor
prin laturile retelei sau a tensiunilor la bornele elementelor de circuit.

Metode de analiza:
1) Metoda bazata pe teoremele lui Kirchhoff;
2) Metoda curentilor ciclici (de contur);
3) Metoda potentialelor la noduri;
4) Metoda suprapunerii efectelor;

5) Metode pentru obtinerea raspunsului pe o laturd: teoremele
generatoarelor echivalente de tensiune si de curent.

Pentru primele trei metode, calcul se poate efectua prin:

a) metoda directd — scrierea ecuatiilor retelei si rezolvarea sistemului de
ecuatii obtinute;

b) metoda matriciald — utila pentru aplicatii pe calculator.

La calculul prin metoda matriciald se utilizeaza matricile de incidenta reduse ale
laturilor la nodurile sau la ochiurile independente ale retelei.
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4.3.2. Aplicatii si probleme

1) Sa se determine prin metoda bazata pe teoremele lui Kirchhoff, metoda
curentilor ciclici si prin metoda potentialelor la noduri curentii care strabat circuitul
din fig. 4.13. Se dau urmatoarele date:

E, =80V; E,=50V; E5s=110V; E;=65V; Eg=160V; R, =20Q; R, =30Q;
R;=10Q; R, =30Q; R5s=5Q; R;=20Q;R,=5Q; Rg=15Q.

a) Teoremele lui Kirchhoff.
Metoda directa,
(1) Il +12 _IS :0

(2) —12 +I3+16 —17 :0
(3) _11_13_18:0

1] R,I;-R,I, —R;I; =E,
2] R,I, +RsIs+R¢I¢ =Es
3] R,1,—R4Is—R;1,=E,—E,
4] R31;+R;1, —Rglg =E, —Eq

TIK:

[

ok |
l

[

(4) —I4 +IS _16 :0

Metoda matriceala.
Nu existd laturi cu generatoare de curent sau cu generatoare ideale de tensiune.
In forma matriceald, ecuatiile corespunzatoare teoremelor lui Kirchhof se scriu:

TIK:  [A,, 1L]=[0,].
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]

w

W

(=)}

3

S
|
—_—
—_
—_—
|
—
S
= e =
oS o o O

o0

T2K: [R),][I,]=E, incare, [R,]=[B,, }[R/,],

[R;/] fiind matricea diagonala de ordinul / a rezistentelor laturilor retelei.

R,
R,
1 -1 -1 000 0 0 R,
0 1 011 0 0 R,
00 10 -1 -1 0 | R,
00 1 000 1 -1 R,
K
Forma comasata, TIK+T2K:

b M -[5 ) b =) 3 B 9] -l ] i)
71t -1 -1 0 0o o o0 07T o
I 0 0 1 1 0 0 0

0 0 o 1 0 1 -1 0 0
0 0 1 0 0 0 -1 0
IR, -R, R, 0 0 0 0 O E,
0O R, 0 0 R, R, 0 0 E,
0 0 0 R, 0 R, -R, 0 E, -
L] [0 -R, 0 0 0 R, -Ry| |E
b) Metoda curentilor ciclici.

[1] (Rl +R, +R; )Il _Rzrz —R3I'4 =E,

2] R, +(R,+R,+R)I, -R I, = E,

31 -RJI,+(R,+R,+R,)[;-R,I,=E, -E,
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4]  -R,,-R,I,+(R,+R, +Ry)l, =E, —E,
Matricial,
Ry = e
[R']:[Bm '[Rs]'LBzx,th :[E'zx]; [E;]:[Bzx,s]'[Es]
[Is] = [B4,8 ]t '[I;t]: [B4,8 ]t '[R'4,4 ]_] [E4]

¢) Metoda potentialelor la noduri.

Metoda directa.
(1) (G, +G, +G, )V, -G,V, -G,V, -GV, =-G,E, +G,E,
2) -G,V, +(G, +G, +G, +G,)V, -G,V, -G,V, =G,E,
(3) =G,V{=G3V, +(G,+G;+Gg)V; =G,E, +G4E;
4) —GSV{—G()Vz’ +(G4+G5+Gg )Vi =G4E4-G;E;s

Metoda matriciala.
In forma matriciala, sistemul de ecuatii se scrie:

(G HV' =]
in care, [G' ]4’4 = [A]4’8 -[G]&8 -[A]Z’g, [Glss fiind matricea diagonald de ordinul 8 a
conductantelor laturilor retelet,
G, 0
G,

1 1 0 0 -1 0 O O 0 G,E,-G;E;
. 0O -1 1 0 0 1 -1 0/]|GuE, G,E,
[Isc ]4 :[A]4,8 '[Isc ]g = . =
-1 0 -1 0 0 0 O -1||GsE;s -G,E,-G4E;
o 0 0 -1 1 -1 0 O 0 -G4E4+G;E;
G7E7

| GsEs |
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Tensiunile la bornele laturilor se obtin cu relatia

[Uk=[ALs [V ] =—lALs-[6 TL [T,

2) Doua surse de curent continuu de tensiuni electromotoare diferite, U, si
U,, ., de rezistente interioare neglijabile alimenteaza un circuit format din cinci

rezitenfe conectate ca in fig. 7.9. Sa se calculeze intensitatile curentilor care trec prin
cele cinci rezistente. Se dau urmatoarele datele: U, =50 V;U,_,, =80 V; R, =5 €

R, =8 Q; R, =20 Q; R, =40 Q; R; =60 Q; Problema se va rezolva prin metoda

bazata pe teoremele lui Kirchhoff, prin metoda curentilor ciclici si prin metoda
potentialelor la noduri.

Numarul de ochiuri fundamentale o se determina cu ajutorul teoremei lui Euler:
o=1-n+1. In cazul circuitului dat numarul de laturi este /=5, numarul de noduri
este n =3, de unde rezultd numarul de ochiuri fundamentale fiind egal cu 3.

a) Teoremele lui Kirchhoff.

Initial se alege arbitrar pe fiecare laturd sensul pozitiv al curentilor, la fel se
procedeaza si in cazul ochiurilor independente, fig. 4.22.

Prin aplicarea primei teoreme a lui Kirchhoff in nodurile (1) si (3) se obtine:

L +1,+I,-1;=0 (1
-1, -1,+1,=0 ()
i (2)
.Ir-; F 9
I ls
R; ! R
DY
I3
E¢; RS ;
(1) —_+—— ©)

, [2] R:

(T —
\_/ —

Fig. 4.22.

Prin aplicarea teoremei a Il-a a lui Kirchhoff, pentru fiecare dintre cele trei
ochiuri, se obtine:
5-1,-20-1, =50 3)
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8-1,+60-1, =80 4)
20-1,+40-1,+60-1, =0 &)
Din ultimele cinci ecuatii obfinute se formeaza un sistem determinat, din care se
pot calcula curentii /,, 1, ---/5.

Din ecuatiile (2) si (3) se obtine:

L =I-1,-14 (1)
I, =1,-1, (2%)

Se inlocuiesc 1, si I5 in ecuatiile (4), (5) s1(6),

~1,-5-1,+1, =10 (3%)
2.1, +15-1, =20 (4°)
—2.L,+1L,+5-1,=0 (5°)

Din ultimele trei ecuatii se pot calcula curentii I, I3 1 Is prin regula lui Cramer:

10 -5 1
20 0 15
o 1 5| -
- _ 1504520 (370 _ o0
-1 -5 1 152-65 217
2 0 15
2 1 5
-1 10 1
L=—| 2 20 15|==212 A
27| T
-1 -5 10
L=—| 2 0 20=110 A
270 o,

Substituind pe I, I5 si 14 in ecuatiile (1°) s1(2”) se obtine:

[ =110-1,70+2,12=1,52 A
I, =1,10-1,70+2,12 = 0,60 A
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Curentii, prin rezistenta R, si prin rezistenta Ry, au snsurile pozitive reale opuse
fata de alegerea arbitrard initiala din fig. 4.14; prin rezolvarea ecuatiilor pentru acesti
curenti au rezultat valori negative.

b) Metoda curentilor ciclici

Se aleg arbitar curentii ciclici in cele trei circuite, se stabilesc trei ecuatii, cate
una pentru fiecare ochi de retea, necunoscutele fiind 1, 1, I,

(Rl +R3)Ia —-R;I, =E,
(Rz +R; )Ib —-R;I, =E,
(R;+R, +R [, —R,I, +R,I, =0
sau,
25-1, -20-1, =50
68-1, +60-1, =80
120-1, -20-1, +60-1, =0
Simplificand sistemul se obtine:
5-1,-40-1, =10
17-1, +15-1, =20
-I, +3-1,+6-1. =0

Rezolvdm sistemul prin regula lui Cramer,

10 0 -4
20 17 15
03 6 940
- _1020-240-450 _330 _, ., .
|5 0 -4 510-68-225 217
0 17 15
-1 3 6
5 10 -4 0 37
I=——|0 20 15/=%00=10=80_570_, 54 4.
217 127 217
-1 0 6
5 0 10
ICZL 0 17 20=170_300=—130=—0,60 A.
27) 5, 127 217

Intensitatile curentilor prin laturile circuitului sunt:

L =1, =1,52A; T, =1, =1,70A;
Ii=—T, +1.=1,52—0,6=—2,12A;
I4=Ic=—0,60A; Is=-Iy+I.=1,7-0,6=11A
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¢) Metoda potentialelor la noduri.

Circuitul dat are trei noduri si deci se pot alege necunoscute, potentiale din doua
noduri. Fie V1, V2 potentialele noduri 1 s1 2, fig. 4.23.

Ecuatiile potentialelor nodurilor sunt:

{G]IV] +G,V, =GE,
GV, +G,V, =G,E,
Unde,
G,=G,+G;+G,,
G, =G, =-G,,
G, =G,+G, +G;.

R V,
I &
[
R R
“@
I3
E,;’ [=3
VS:O 5 15
[ ] ot V2

| I | -

Fig. 4.23.

Conductantele G;, G2, G3, G4 si Gs ale laturilor se calculeaza din rezistentele
corespunzatoare,

G, =i=1=0,200 Ql,
R, 5

G, =L=l=0,125 Q'
R, 8
11

G,=—=—=0,050 Q',
R, 20

G, =L=i=0,025 Ql,
R, 40
11

G,=—=—=0,0167 Q,
R. 60
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si dect:
G,, = 0,200+ 0,050+ 0,25 =0,275 Q',
G, =0,025 Q7
G,, =0,125+0,025+0,0167 =0,1667 Q',
Inlocuim in ecuatiile potentialelor nodurilor si obtinem:
0,275-V, +0,025-V, =0,2-50
{ -0,025-V,+0,167-V, =0,125-80,

0,275-V, +0,025-V, =10
~0,025-V, +0,167 -V, =10,

Din ecuatiile precedente se poate determina V;, respectiv V,, prin regula lui
Cramer,

10 —0,025
10 0,167
Vv, = = 4235 V;
0275 -0,025
~0,025 0,167
0,275 10
~0,025 10
vV, = = 66,20 V
0275 -0,025
~0,025 0,167

Intensitatile curentilor prin laturile retelei date sunt:

E, —(V,-V;) _50-4235

I] = :1,53 A;
R, 5
E. - - -
I, =— (}ZZ V) _80 866’2=1,7 A;
2
- V]R—V3 _4235 515 A
3
L= VioVy 423526620 o0 0
R, 40
I, = Voo Vs 66204105 4
R, 60
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4.4. TEOREMELE CIRCUITELOR DE CURENT CONTINUU

4.4.1. Teoremele generatoarelor echivalente
de tensiune si de curent

Fiind datd o retea electricd activa liniard °R,, curentul printr-o laturd pasiva
oarecare sau tensiunea la bornele acestei laturi se pot determina direct cu ajutorul
teoremei generatorului echivalent de tensiune, respectiv cu ajutorul teoremei
generatorului echivalent de curent.

Separand din reteaua datd R, latura cuprinsd intre bornele (a) si (b), avand
rezistenta Ry, (fig. 4.24,a), restul retelei R, reprezintd in raport cu aceste borne un dipol

liniar activ (DLA) care, prin transfigurare, se poate inlocui cu o laturd echivalenta
formata dintr-un rezistor R; si un generator ideal de tensiune, cu tensiunea

electromotoare E, (fig. 4.24,b).

__________ R
i (a) |
: L :
| |
| (DL;) Uab Rabi =
| S
a) b) C)

Fig. 4.24.

Rezistenta echivalenta a dipolului R; in raport cu bornele sale de acces (a) si (b)
se numeste si rezistenta internd a dipolului.

Tensiunea la bornele dipolului in regim de mers in gol (R, — deconectata si deci
L.b = 0) se noteaza U,y Aplicand legea lui Ohm la functionarea in gol a dipolului (in
lipsa laturii ab), rezulta E= U,p,.

Teorema generatorului echivalent de tensiune: orice dipol liniar activ este
echivalent cu o sursa de tensiune, avand tensiunea electromotoare E, egalda cu
tensiunea la bornele dipolului in regimul de mers in gol (Uup,) §i 0 rezistenta electrica
interna R; egala cu rezistenta echivalenta a dipolului in raport cu bornele sale de acces.

La transfigurarea circuitelor s-a constatat ca rezistentele echivalente nu depind
de tensiunile electromotoare si de curentii generatoarelor de tensiune §i respectiv de
curent, ca urmare calculul rezistenfelor echivalente se poate efectua prin pasivizarea
circuitelor. Prin pasivizarea unui circuit se intelege anularea tensiunilor electromotoare
si a curentilor generatoarelor de tensiune, respectiv de curent, pastrand rezistentele sau
conductantele acestora. In acest fel, rezistenta echivalenti R; a dipolului reprezinta

rezistenta echivalenta a retelei R, pasivizata in raport cu bornele (a) si (b), notata Ray:
Ri = Rawo (4.42)

Pentru circuitul echivalent astfel obtinut, fig. 4.25, aplicand teorema a Il-a
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Kirchhoff, rezulta:
(Rabo + Rab)Iab = Uabo

si deci,
_ Uabo
Lo “R, 4R, (4.43)
Relatia obtinuta reprezinta teorema generatorului (b)
echivalent Thévenin si care se enuntd astfel: intensitatea Fig. 4.25.

curentului 1, printr-o latura pasiva oarecare conectatd intre

punctele (a) si (b) ale unei retele active liniare este egala cu raportul dintre tensiunea
Uapo la bornele (a), (b) la mersul in gol (in lipsa laturii ab) si suma dintre rezistenta R,y
a laturii §i rezistenta echivalenta R, a retelei pasivizate intre bornele (a) si (b), in lipsa
laturii ab.

Analog, inlocuind generatorul de tensiune cu un generator echivalent de curent
(fig. 4.24,c), se obtine teorema generatorului echivalent de curent: orice dipol liniar
activ este echivalent cu un generator (sursa) de curent, avand intensitatea curentului I,
egala cu intensitatea curentului debitat de dipol in regimul de scurtcircuit (bornele (a),
(b) scurtcircuitate) si o conductanta electrica interna G; egala cu conductanta
echivalenta a dipolului.

intr-adeviar, la mersul in scurtcircuit (Rab = 0 si deci Uy, = 0), notand cu Ip
curentul prin latura ab cu rezistenfa R, scurtcircuitata, rezulta: I, = lapg.

Conductanta echivalenta a dipolului G; se
calculeaza prin pasivizarea acestuia si reprezintd

conductanta echivalentd a reteleiR, pasivizatd, in
raport cu bornele (a) si (b), notatd Gane: Gj = Gave.

Aplicand teorema I Kirchhoff circuitului din
fig. 4.26 s1 exprimand curentii pe baza legii lui Ohm,
avem

Iabsc = GabUab + Gabanba
din care rezulta:

— Iabsc
Up= GutGun (4.44)

Relatia obfinutd reprezinta teorema generatorului echivalent Norton si care
se enunta astfel: tensiunea Uy, la bornele (a), (b) ale unei laturi pasive oarecare a unei
retele liniare active este data de raportul dintre curentul de scurtcircuit 1, al laturii
respective (cu rezistenta scurtcircuitata) si suma dintre conductanta laturii Gup §i
conductanta echivalenta G, a retelei pasivizate intre bornele (a) si (b) in lipsa laturii.

4.4.2. Teorema suprapunerii efectelor (a superpozitiei).
Teorema reciprocitatii.

Considerand o retea electrica liniarda in care actioneaza mai multe surse de
tensiune, feorema superpozitiei se enuntd astfel: curentul care se stabileste intr-o latura
oarecare a retelei este egal cu suma algebrica a curentilor produsi in acea latura de
fiecare sursa in parte daca ar actiona singura in refea, celelalte fiind scurtcircuitate
sau inlocuite cu rezistenta lor interioara (daca au rezistenta interioara diferita de zero).
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Pentru demonstratie se separa laturile j si k ale retelei si se presupune ca in refea
actioneaza cate o singurd sursd de tensiune electromotoare, conectata pe rand in laturile
j sik, asa cum se arata in fig 4.27.

CLP CLP

a) b)
Fig. 4.27.

Se aplicd teorema curentilor ciclici, alegandu-se astfel buclele fundamentale
(ochiurile independente) incat curentii reali prin laturile j si k sa fie dati numai de
curentii ciclici ai celor doud bucle la care apartin aceste laturi. Astfel, pentru schema
echivalentd din figura 4.18,a) rezulta:

R, IT+R,I,+..+R I+ . +R I =0

1070

R, II+R,I +. +R, I +..+R, I, =0

2070

I, =E.

ko~ o ]

Ry +Rplh+. +Ry I +..+R

i1t j2t2

R

I, =0

I+ R, I+ R I+ +R T

0171 0272

Rezolvand acest sistem de ecuatii dupa regula lui Cramer, se obtine:

A.
' jk
I, =1, =—XE,

I

in care A este determinantului sistemului, Ajx este complementul algebric al termenului
Jk|

Aplicand acelasi procedeu pentru schema echivalentd din fig. 4.18,b), rezulta:

Rj luat cu semnul corespunzator, A, = (-1

' Akj
ij = Ij = TEk .
Prin definitie,
= —IJk = —AJk ° G = Ii — ﬂ
jk ’ kK — -
E] E, =0 A Ek E;=0 A
k#j jzk

sunt conductantele de transfer dintre laturile k si j respectiv j si k ale retelei.
Deoarece rezistentele din sistemele de ecuafii corespunzatoare metodei
curentilor ciclici satisfac condifia de reciprocitate, Ry= Ry, rezultd ca Ay = Ay si

Gjk = Gy,

-97 -



relatie ce reprezintd prima forma a teoremei reciprocitatii: conductanfa de transfer
dintre laturile j si k este egala cu conductanta de transfer dintre laturile k si j.

Dacad aceeasi sursd de tensiune este plasatd pe rand in laturile j si k, E; = Ex = E,
rezultd in mod evident:

Ik = Ly,

relatie ce reprezinta a doua forma a teoremei reciprocitatii: curentul stabilit intr-o latura
oarecare k a unei retele liniare de o sursa de tensiune plasata in latura j §i actionand
singura in retea, este egal cu curentul stabilit in latura j daca aceeasi sursa de tensiune
este plasata in latura k §i actioneaza singura in retea.

Conform teoremei superpozitiei, curentul dintr-o laturd oarecare a unei retele
active liniare poate fi calculat cu relatia:

Ig Ig
I] :kZ_I:Ik] :kZ_I:Gk]Ek , J: 1,2, ey l,

unde / este numarul de laturi ale retelei, iar /g este numarul laturilor cu surse de t.e.m.
Calculul curentilor electrici din laturile unui retele active liniare folosind
conductantele de transfer dintre laturi se numeste metoda conductantelor de transfer.

Este important de observat ca, odatd calculati curentii Ijx produsi in toate laturile
retelei de sursa E; din latura j (actionand singurd in retea), rezultd imediat, pe baza
teoremel reciprocitafii si a teoremei superpozitiei si curentul I; produs in latura j cu sursa
de catre toate sursele din retea:

I I e |
ik

L =3 GE =G, =3,
k=1 k=1 k=1 L

relatie utild deoarece calculul curentilor intr-un circuit cu o singura sursa se face, in
general, mai usor decat calculul curentilor in circuitele cu mai multe surse.

4.4.3. Aplicatii si probleme

4.4.1. Sa se determine direct curentul Is prin rezistenta Rs a retelei electrice
din fig. 4.28. Sunt date urmatoarele valori: E;=185 V, E;=80 V, E;=75 V, R;=3 Q,
R2:6 .Q, R3:5 .Q, R4:20 .Q, R5:12 .Q

Se aplica teorema generato-

)]
rului echivalent de curemt astfel:

I U3|0
> R.+R
5 + 310

Schema de calcul a retelei
fara latura cu rezistorul Rs este data
in figura 4.29

U3|0 = _Uzs +U,

U23 = R4 '134

(1) 3)

U,=E,+R, I,
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I (g) I

-t
)

Fig. 4.29.
E,-E, 35 E
[,=—1—2=""A;1,=—2—=3A.
R, +R, 3 R;+R,

U, =60V, U, =80+70=150 V, U,, =90 V,
_RyRy RCR, o 90

T R,+R, R,+R,

ST12+6

2

4.4.2. Puntea Whetstone este formata din rezistoarele R;, R, R;3 Ry care
alcatuiesc un patrulater; Rs - este rezistenta galvanometrului (indicator de nul).
Sistemul este alimentat de la o sursa de
tensiune electromotoare E, unde cu
rezistenta internd R;.

Sa se determine conditia in
care 15 este nul. Puntea Wheatstone de
c.c. este utilizata pentru masurarea
rezistentelor fig. 4.30.

L (4)
Metoda 1. Teorema generato-
rului echivalent de tensiune.

_ Usso

5 )
RS +R230

evident I, =0 daca U,;, =0

U,, =-U,, +U,; (in lipsa

galvanometrului)
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'+(R1 +R2)'(R3 +R4)’
" R,+R,+R,+R,

_ (R1+R2)'(R3+R4)E
" NoR,(R,+R,+R,+R,)+(R, +R, )R, +R,)’

R, (R, +R,)E R,(R, +R,)E
— Uy ="7""""".

N N
Din Ux30=0=U;2=U;3=RR4=R2R3.
Metoda 2. Metoda curentilor ciclici.
(R, +R, +R,)[ -R,I, -R,I, =E
~R,I +(R, +R, +R,)[; -R,I, =0
~R,I' =R, +(R, +R, +R)[, =0

U]2 =

Prin regula lui Cramer,
I, =1 -1, :Z(R2R3 —R]R4) sidin I, =0= R ,R, =R R,
Practic, la puntea Wheatstone trei rezistente sunt cunoscute si una este rezistenta
care se masoard, de exemplu R, :

1

R
R, =—2-R,
R,

4.4.3. Se da sistemul din fig. 4.31. Sa se determine direct curentul 14 si apoi
Uy. Valorile tensiunilor electromotoare ale surselor, respectiv ale rezistentelor sunt

date mai jos.
Ei =60V, E>2=40V, R;1=10Q, R,=50Q,R3=15Q, R4=2Q, R5=4Q, Rs=8Q.

_ UI2O . _ I4sc . I R4
- R4 +RI2O ’ U4 - EI4 +GI2O ’ (1):‘\;/ (2)
e ® - ®
R, +Ryy E, E
Curentul L4 (fig. 4.32) se deter- R3|] Rs D

mind printr-o metodd oarecare (de R, D
exemplu cu teoremele lui Kirchhoff,
prin metoda curentilor ciclici, a
potentialelor la  noduri, metoda I
suprapunerii efectelor, etc.)

ol
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R; Rs
R1 R2

R
[ 1
~ L 1
Fig. 4.32.

De exemplu, prin metoda suprapunerii efectelor:
Curentul dintr-o latura se obtine prin suprapunerea curentilor produsi in acea
latura de fiecare sursa in parte actionand singura in refea.

L (D g 2)

| u [ e, R[]

R,

Fig. 4.33.

Astfel considerand primul caz, cand avem numai sursa E;, figura 4.33, rezulta:

U,=E, -R /]
I = E, I :U—g
| R[R, + R T RRs +R
- 6
R U R, +R, R, +R;
T
R,R
R.,+R +—2

+ - s -
3 6
R, +R;

Similar se calculeaza curentul [

4. ¢ind avem numai sursa E,, figura 4.34.

Curentul de scurtcircuit al laturii 4 rezulta:
I, =1

4sc

4sc - I45c
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L (D L 2) 1

E,
/ 14
R, 0% :|R3 Rs :| Us
Ry
R¢
[ ]
L |
Fig. 4.34.

Conductanta G120 se calculeaza intre (1) si (2) pentru reteaua pasivizata (cu

sursele scurtcircuitate si in lipsa laturii 4.
1 1 1 1

= - -
G, G,+G; G,+G; G

4.2.4. Puntea electrica dubla — puntea Thmoson, este formata din rezistentele
Ris Ry Rz4 Rizy §i R3; de valoare cunoscuta, fig. 4.35. Rezistenta de valoare
necunoscuta se conecteazad intre bornele A — B. Se cere sa se calculeze rezistenta R,
functie de rezistentele cunoscute, in ipoteza ca intensitatea curentului prin legatura in
punte Ry;, in care este conectat galvanometrul G, este nula.

A R B
L,
Ry, 2 Ras
R 3 :L 777777777777 - } 3 A
] L ! s R
| G |
R13 I §R34
3 |
R3 ,,,,,,,,,,,
C D
Fig. 4.35
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Din teorema reciprocitatii se poate obtine cd intensitatea curentuluio prin
rezistenta Ry3, produs de sursa din latura care contine rezistenta R;, este egala cu
intensitatea curentului prin rezistenta R;, produsa de aceeiasi sursd conectata in serie cu

rezistenta Rj;.

Numarul laturilor fiind 9 si numarul nodurilor fiind de 6, se obfine un numar de
4 ochiuri independente de retea.
Pentru determinarea curentului I;, prin rezistenfa R; se poate aplica, de

exemplu, teorema curentilor ciclici.

unde s-a notat:

Din fig. 4.35. se observd ca I, =1i,.Aplicdim regula lui Cramer, unde

Ry —Ri212 —Ry313 =0,

—Ri211 +R2212 =R23i2 =R414 =E,

—Ri311 —R2312 +R3313 — Ryt =—E

—R2412 —R3413 + R 4414 =0,

Rii=Ri+Ri2+Ry3,

R22=R2+Ri2+R23+R24,

R33=R3+Ri3+R23+R34,
R44 =R4 +R24 +R34.

intereseazd numai curentul 7, ,

Daca intensitatea curentului prin galvanometru este nula,

0 -R, -Rj 0

E R22 _R23 _R24

—-E _R23 R33 _R34 0

0 -R, -R, R, | E| I
R, -R, -Rj 0 Al -1
_RIZ R22 _R23 _R24 0
_R13 _R23 R33 _R34

0 _R24 _R34 R44

reciprocitatii rezulta ca si 1 =0. Dect:

I;=1;=0, sau:

0 -Ri2 —Ri3
1 Rz —Ry
- —-R23  Rs33
0 —-Rxs —Ry
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_R23
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—-R34
Ras
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=

=

13

23

33

-R

34
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24

34
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Adunand liniile I, a II-a si a IV-a cu linia a III-a, se obtine conditia:

-Ri2 —Riz 0
R> R; R41(=0.
—R2s —Ri3s Ry

Dezvoltand dupd minorii ultimei coloane, se obtine:
R4(-Ri2R34 +R13R24 )+Ras (R2R13—R12R3)=0.

Pentru ca relatia precedenta sa fie independenta de R, si R4y, este necesar ca:

—R12R34+R13R24 =0;
R2R13+R12R3=0;

sau,

Daca se variaza la fel repoartele rezistentelor R;, si R;3, respectiv Ryy $1 Rjy,
puntea se poate echilibra, iar rezistenta R, se determina:

_Riop,_Rup.

R, =
>R R34
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5. MARIMI SINUSOIDALE

5.1. NOTIUNI TEORETICE.

5.1.1. Méarimi periodice, marimi alternative, marimi sinusoidale

Marimile variabile in timp, care iau valori egale dupa trecerea de intervale de
timp egale:
y(t) = y(t + T) = y(t + nT); (n - intreg), (5.1)

unde, 7 — perioada marimii, este intervalul de timp minim dupa care marimea isi reia
valorile, se numesc marimi periodice, iar numarul de perioade cuprinse in unitatea de
timp se numeste frecventa lor,
f= T (5.2)
Valorile instantanee pe care marimile variabile, periodice, le au in diferitele
momente se noteaza cu literd minuscula.
Valoarea medie Y,,,, care se determind ca media aritmeticd a valorilor

instantanee ale marimii periodice pe intervalul de timp al unei perioade,

1 t2+T
m=p |y (5.3)

se noteaza cu majuscula simbolului literal.
Marimile periodice ale caror valori medii pe o perioadd sunt nule se numesc

marimi alternative (fig. 5.1,a),

S -5,

=0 (5.4)

L7 d
—_— t:
T gy

Sy

S
a) b)

Fig. 5.1. Reprezentarea marimilor periodice a),
respectiv a marimilor sinusoidale b).
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Marimile sinusoidale sau armonice sunt marimi alternative functii sinusoidale de

timp, (fig. 5.1,b),
y=y(t)=Y,, sin(ot+y)= \/E-Ysin(cot+y) (5.5)
unde: y - functia de timp care da valoarea instantanee a madrimii sinusoidale; Y. -

amplitudinea (valoarea instantanee maxima a madrimii sinusoidale);w - pulsatia sau
frecventa unghiulara, relatia care exprima legatura dintre pulsatie si frecventa:

2n
o=2n-f=—. 5.6
T (5.6)
(wt+7y) - faza, reprezintd argumentul functiei sinus din expresia (5) a marimii
armonice, care depinde liniar de timp; y - faza initiald (la #=0), iar Y reprezinta

valoarea efectiva a marimii sinusoidale:

Y
Y = —mex (5.7)

V2

valoare pentru care o marime periodica are expresia:

Y= ["ydt>0 5.8
=\, Y=o, (5:8)

este pozitiva si notatd cu majuscula literei ce simbolozeazad marimea considerata.

Un exemplu, valoarea efectivd a intensitdtii unui curent electric periodic este
egald cu intensitatea unui curent continuu care, daca strabate aceeasi rezistentd ca si
curentul periodic, dezvolta aceesi caldura ca si el in timp de o perioada.

Defazajul dintre doud mdarimi sinusoidale de aceeasi perioadd este diferenta
dintre fazele acelor marimi intr-un moment dat, egald cu diferenta dintre fazele lor
inifiale.

Factorul de forma al unei marimi alternative cu alternante egale este raportul
dintre valoarea efectiva si valoarea medie a marimii pe o alternan{a ce ocupa o jumatate
de perioada:

K, = (5.9)

K, =111 pentru marimi armonice.

Factorul de varf al unei marimi periodice cu alternante egale este raportul dintre
valoarea maxima si valoarea efectiva a marimii:

K, =-mx (5.10)

K, =1,41 pentru marimi armonice.
5.1.2. Reprezentarea simbolica a marimilor sinusoidale.

Reprezentarea geometrica a unei marimi armonice asociaza biunivoc marimii
sinusoidale (curent, tensiune) drept simbol grafic, un vector liber in plan,

y(t)=~2-Ysin(ot+7) < F(y), (5.11)

vectorii reprezentativi F(y) se numesc fazori.
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Reprezentarea cinematica a unei marimi armonice sau reprezentarea ei prin
vectori rotitori constd in reprezentarea printr-un fazor intr-un plan care-i este asociat §i
are modulul constant, egal cu amplitudinea marimii sinusoidale si are o orientare
variabild, care formeaza in fiecare moment, cu o axa fixa de referintd din acel plan, un

unghi egal cu faza marimii reprezentate,
| 0A |=42Y
(5.12)

AOX = (ot +7)

Fazorul se roteste in sensul trigonometric direct, cu viteza unghiularda constanta
w . Astfel, operatiile cu marimi sinusoidale care apar in ecuatiile integro-diferentiale
liniare ale fenomenelor dintr-un circuit sunt convertite in operatii elementare efectuate
cu vectori (diagrame fazoriale).convertite in operatii elementare efectuate cu vectori

(diagrame fazoriale).
Valoarea instantanee a marimii sinusoidale reprezentate printr-un anumit fazor

dat la momentul t, se poate obtine grafic, proiectand fazorul pe o axa fixd OY, defazata
cu un unghi drept (7T / 2), in sens direct, fatd de axa de referintd OX (fig. 5.2,a).

Reprezentarea polara sau prin vectori ficsi a unei marimi sinusoidale se
realizeaza prin fazorul asociat marimii sinusoidale, de modul egal cu valoarea efectiva a
marimii sinusoidale si de argument egal cu faza initiald a marimii (fig. 5.2,b),

y(t)= \/_Ys1n(cot+y <0A

‘ OA ‘:Y
. (5.13)
AOX =7y

Marimea imagine sau simbolul conservd din marimea sinusoidald datd numai
elementele care o individualizeaza in raport cu celelalte, de aceiasi frecventa, respectiv,

y(t)= J2y sin(ot +y) <0A

valoarea efectiva si faza initiala.
Valoarea instantanee a madrimii se obtine prin inmultirea cu V2a proiectiei

fazorului pe axa QY , axele OX si OY rotindu-se cu viteza unghiulard constanti @ in

sens contrar celui trigonometric direct.

Y 4 y A 4y
]
]
]
]
_____________ ‘\ //,’L"""_ A
A I
0
‘lS y ,I *
y ]
]
wt+y | ¥
! a)) X
0 o 0 _________ _)_C(lt~ 4 -
x0TI -
X’

b)

Fig. 5.3. Reprezentarea geometrica a marimii sinusoidale:
a —reprezentarea cinematicd; b — reprezentarea polara.
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Reprezentarea in complex a marimilor sinusoidale.
Aceasta reprezentarea stabileste o corespondentd biunivoca intre mulfimea
functiilor sinusoidale si mulfimea numerelor complexe,

y(t)= J2Ysin (ot +7) < C(y) (5.14)
unde C(y) este reprezentarea in complex a marimii Y.

In reprezentarea in complex nesimplificatd, planul complex este identificat cu
planul reprezentarii cinematice. Imaginea in complex nesimplificatd a marimii
sinusoidale este o functie complezd de timp, de modul constant si egal cu amplitudinea
mdrimii sinusoidale.

Y(t)Z\/EYsin((ot+y)<:> 2y el =y j=4-1, (5.15)
astfel incat:
y(t) = Im[Y] = Im{y2Y &/©1} (5.16)

Fazorul corespunzitor mirimii y(z) este vectorul reprezentativ al imaginii in
complex C(y) din planul complex a lui Gauss.

In aplicatii se utilizeaza odati cu calculul in complex reprezentarea geometrica
ce ilustreaza sugestiv relatiile de faza, iar in diagrame fazorii sunt notati adeseori cu
simbolurile reprezentarilor in complex (fig. 5.4, a).

In reprezentarea in complex simplificata planul complex este dentificat cu planul
reprezentarii polare. Imaginea in complex simplificatd a marimii sinusoidale este un
numar complex constant, de modul egal cu valoarea efectiva a marimii si de argument
egal cu faza ei initiala (fig. 5.4, b).

y(t)=+2Y sin(ot+y)e Ye =Y (5.17)
y(t)=Tm|v2 e 'Y] (5.18)
! + A
Y
g r
) g
ot+y <\ y
0 1 0 1
b) b)

Fig. 5.4. Reprezentarea geometrica a marimii sinusoidale in complex:
a — nesimplificat; b — simplificat.
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Reprezentarea in complex prezintd avantajul ca transforma ecuatiile integro-
diferentiale lineare si cu coeficien{i constanti ale fenomenelor din circuite, satisfacute de
curenti si tensiuni sinusoidale, in ecuatii algebrice lineare de gradul intai satisfacute de
imaginile In complex ale acestor curenti si tensiuni.

Reprezentarile prin fazori, respectiv in complex, reduc operatiile de matematica
superioard din ecuatii integro-diferentiale lineare la constructii elementare, respectiv la
ecuatii algebrice, deoarece, produsele functiilor sinusoidale prin scalari constanti,
precum si derivatele si integralele lor in raport cu timpul, se ob{in in aceste reprezentari
prin operatii geometrice, respectiv algebrice, elementare, din reprezentarile respective
ale functiilor sinusoidale.

Astfel, produsul functiei sinusoidale y(t) =2Y sin (cot + y) prin scalarul a
fiind:
ay(t):\/i ayY sin(cot+y), (5.19)

este reprezentat cinematic, respectiv polar, printr-un fazor in faza, respectiv in opozitie
cu fazorul functiei y(t) side |a| ori mai lung decat acesta, dupd cum a >0 sau a <0,

iar in complex prin produsul dintre imaginea In complex a functiei y(t) si scalarul a.
Derivata marimii sinusoidale y(t) in raport cu timpul,

dz—it) = @J2Y sin [cot Ty +§] : (5.20)

este reprezentatd cinematic, respectiv polar, printr-un fazor defazat cu un unghi drept
inaintea fazorului functiei si cu o amplitudine de @ ori mai mare decat a acestuia, iar in
complex, respectiv complex simplificat, prin produsul dintre imaginea in complex a
functiei si produsul dintre unitatea imaginara j si pulsatia @ .

Integrala marimii sinusoidale y(t) in raport cu timpul si cu constanta de
integrare nula:

jy(t)dt = 2y sin(cot +v —Ej , (5.21)
® 2

este reprezentatd cinematic, respectiv polar, printr-un fazor defazat cu un unghi drept in
urma fazorului functiei si cu o amplitudine de @ ori mai mica decat a acestuia, iar in
complex, respectiv complex simplificat, prin raportul dintre imaginea in complex a
functiei y(t) si produsul d unitatatii imaginare j prin pulsatia @ .

5.1.3. Aplicatii si probleme.

5.1. Un curent sinusoidal are amplitudinea I, =10A si frecventa f =50Hz.

Sa se determine:
a) valoarea efectiva I, perioada T, pulsatia w in rad/s §i pulsatia in grade/s

( , 1800]
O =0 N
T

b) sa se scrie expresia valorii instantanee a curentului §i sa se reprezinte
grafic, considerand ca origine punctele in care:
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i = 0 (functia creste), i =1,

A s
i = 0 (functia descreste), i =—1 .

/\ i) /

X

max

i= - (functia creste).
o
i

c) sa se exprime defazajele respective in
U radiani, grade si secunde s§i se se scrie
A expresiile corespunzatoare.

Solutie.
fiih)

xil

\ a) valoarea efectivdi a curentului
0 - alternativ sinusoidal a cdrei amplitudine este
: \/ I, .. este:

I:Imax

10
=—==71A.
2 A2

11

F —%:0,02&

co:znf:loon%.

Perioada, T

[l

Pulsatia,

Y

o =1,8-10*grade/s .
b) Valoarea instantanee a curentului
alternativ sinusoidal este in fiecare din cele 5
cazuri urmatoarea:

i =10sin(wt +0)
0 e

/\ - i=10sin a)t+£]
2
;rrf?\(j

i =10sin (ot + 1)

i= 10sin[a)t +3—ﬂ]
2

i= 10sin[a)t +£]
“ it 6

m’lﬁh

- Reprezentarea grafica este reprezentatda pentru
toate cele cinci cazuri in fig.5.5.
c) Expresiile corespunzatoare defaza-

jelor sunt urmatoarele:
Fig. 5.5.

i=10sin wt;
i:10sin((ot+§):10sin(100n t+§):

:10sin(1,8-104t+90)°=10s,in[1,8-104(t+5-10-3 “l

180
i =10sin (ot + 7)=10sin(1007 7+ 7 )=

~10sin(1.8-10*¢ +180)’ :10sin[1,8-104(t+10_2)i};
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i=10sm[wt+3§] =10sin[1007t t+3§] =10sin(1,8-10*t +270) =
10sin[1,8-10 (t+1,5-10" ) }
180

i= 10sin(cot +%) - 10sin(100n t+gj =10sin(1,8-10"t +30)’ =

10sin 1,8-104(t+5 10 ] T
3 180 [

5.2. Sunt date doua tensiuni electromotoare sinusoidale,

30sm(2512 t—%r]

e, =\/§-10cos(2512-t+%)

Se cere:
a) perioada, frecventa, valoarea maxima, valoarea efectiva si valoarea instantanee

. 9 o 1
pentru fiecare dintre cele doua tensiuni pentru t = %s ;

b) faza initiala a fiecarei tensiuni, defazajul dintre ele si reprezentarea grafica.
c) Sa se determine §i sa se reprezinte grafic functiile considerand o noua origine

O a timpului, situata inaintea celei precedente cu S.

d) Sa se scrie expresia valorilor instantanee ale celor doua tensiuni, pentru cazul
cand originea de timp coincide cu momentul in care e, =FE,, functiile

mentindndu-si defazajul intre ele.

Solutie.
a) cunoscand pulsatia, frecventa este:
_ 0 212 80T _ 450 bz, T=1= L 2250107,
21 2n 21 f 400
_E E
=30 V; E, = =213 V; Eomax =~/2-10=14,1V; E, ="21% _]0V
]max \/5 2 2 ,\/5
1 =30-sin(800m L~ 2% |-30.5in 2826V |
600 3 3 ’
e2=+2- 10cos(800n@+§) V2 -10cos2F 2 =7,05V.

b) faza initiald a fiecarei tensiuni, defazajul dintre ele si reprezentarea grafica se
determina astfel:

e, =30 sin 800nt—2— =30 sin800 w t—L
3 1200
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5w 1
=-150=—""rad sau ———=
(0PN 6 960

e =210 cos 8007 t+ | =v2-10 sin800 m t+
2 3 960

01 =0, ¢, =120° —(~150°)=270° sau

= 90° =—"rad sau — s
1z 1600

Tensiunea electromotoare e, este in urma cu 270° fatd de tensiunea electromo-
toare e, , sau inainte cu 90°, adica e, si e, sunt in cuadraturi (fig. 5.6. a).

c) considerand o noud origine O a timpului situata inaintea celei precedente cu

sec sau g rad, tensiunile electromotoare devin:

2400
o 11 .
e, =30sin800 7 t——— —— | = 30sin(8007 t— 1)
1200 2400
e, =+/2-10sin 800 t+— L) 210sin[800 & 1+
960 2400 2

Cele doua tensiuni electromotoare se mentin, bineanteles, in cuadratura,
reprezentarea grafica este ilustrata in fig. 5.6. b.

d) e, =30sin (8007 1 ¢, )

Trebuie determinat unghiul ¢, astfel incat la =0, e, = E,. Dect:
30 30 .
e =L =—== ﬁ'_sm(_q’l)

2R

2 4
Rezulta,
. T . T

2 :30sm(800 T t+Z]; e, zﬁ-10sm(800 T t_Z]

AC A€
e A€
2n/3
€ -1t~ <
/fl \ N
0 ot X
2n R ..
a) b)
Fig. 5.6.
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6. ANALIZA CIRCUITELE MONOFAZATE
LINIARE iN REGIM PERMANENT SINUSOIDAL

6.1. NOTIUNI TEORETICE

Retele electrice liniare cu parametri concentrati reprezintd o asociatie de
elemente de circuit ideale, care au caracteristici liniare (rezistoare, bobine,
condensatoare, generatoare de curent sau tensiune), de elemente electrice liniarizate,
adica avand caracteristici aproximate prin caracteristici liniare. O retea electrica cu un
numar mic de borne de acces si de generatoare indeplinind o functie determinata in
instalatia din care face parte, se numeste circuit electric.

Parametrii care definesc configuratia topologica a retelelor electrice sunt:
numarul de laturi /, numarul de noduri » in care se unesc cel putin doua laturi si numarul
de ochiuri independente o. Intre ele existd urmitoarea relatie, cunoscuti sub numele de
teorema lui Euler:

o=Il-n+1. (6.1)

Parametrii circuitelor liniare in regim armonic permanent.

Impedanta Z si defazajul ¢ al unui circuit liniar cu doud borne sunt: raportul
Y :%: f (a), R, L, C), definit de valorile efective ale tensiunii aplicate la bornele

retelei, u = J2U sin(a)t+;/) si curentului pe care-l1 absoarbe in aceste conditii pe la

bornele considerate, i =2 sin(a)t+;/—qo), precum si de diferenta ¢ dintre faza
tensiunii la borne si faza curentului. Unitatea de masurd in S.I. este ohm-ul [Q].

Impedanta si defazajul retelelor liniare nu depind de tensiune si curent, ci numai de
frecventa si de parametrii rezistentd, inductivitate si capacitatea laturilor lor.
Rezistenta R si reactanta X a unui circuit electric liniar,

R:w:Z-cos¢>0 (6.2)
X:w:Z-sin¢>0 (6.3)

Se definesc componentele activa si reactiva ale tensiunii aplicate circuitului,

Up=U-cosp 51U, =U-sing (6.4)
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Intre marimile R, X, Z, @ exista relatiile:
t —£' cos —5' sin —£' z
§9=x =7 =7 X

Z=VR*>+X?%,(6) ¢

Aceste relatii se deduc cu ajutorul
triunghiului impedantelor (fig.1).
Admitanta Y si defazajul ¢ al circuitului

R
Fig. 6.1. Triunghiul impedantelor

liniar.

Y = :é>0 [S] (6.5)

1
z

Unitatea de masurad in S.I. a admitantei este siemens-ul [S]. Intre marimile R, X,
Y'si ¢ exista relatiile:

P cosqu sinqu 1 66)
Yy Ty T JRrx? '
Conductanta G si susceptanta B a circuitlui liniar.
I-cosop
G= =Y cosp >0 (6.7)
U
I-sing .
B= =Y singp ><0 (6.8)

Marimile /-cos¢ si [ -sin ¢ sunt componentele activa si reactiva ale curentului

aplicate circuitului.
Intre marimile G, B, Y si ¢ exista relatiile:

b

t _G. cos @ =
g B’ % i

. B
sin p=—; ¥ =+G*+B? (6.9) G
Y Fig. 6.2. Triunghiul admitantelor

Aceste relatii se deduc cu ajutorul
triunghiului admitantelor (fig.2).
Intre marimile Z, Y, R, G, X, B exista relatiile:

Z:—1 ;G:%; B:£2;R:£2;X:£2 (6.10)
JG? + B2 Z Z Y Y
Impedanta complexa,
g:%:%:zﬂ R+ jx=flo, R, L, C), (6.11)
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Z| =Z =+R*+X? si argumentul egal cu

defazajul circuitului: arg {Z } = @ astfel Incat,

are modulul egal cu impedanta circuitului,

Re (Z)= R este rezistenta circuitului si

Im (Z)= X este reactanta circuitului.

Admitanta complexa,

==Ze " =G-jB=flw, R, L, C), 6.14
0o B = ) (6.14)

Z| =Y =vG* + B* i argumentul egal cu

defazajul circuitului: arg {X } = —¢@ astfel incat,

are modulul egal cu impedanta circuitului,

Re (Y)= G este conductanta circuitului si

Im (Y)= B este susceptanta circuitului.

Teorema conservarii puterilor complexe, active si reactive

Energia electromagnetica absorbita sau cedata de un circuit electric, raportata la
unitatea de timp, se numeste putere instantanee. Se considera o retea electrica liniara,
conexa si izolatd, cu n noduri si 1 laturi In regim permanent sinusoidal.

Pentru puterea complexa a unei laturi complete de circuit se considera expresia:

S;=U;I; (6.15)

Daca se transformd generatoarele de curent in generatoare echivalente de
tensiune §i se aplica teorema a I-a Kirchhoff la cele n noduri ale retelei, se obtin
ecuatiile:

lezo, k=1,2,...,n (6.16)
je(k)
Luand valorile complexe conjugate ale celor doi membri ai fiecarei ecuatii, avem:

21’;:0, k=1,2,...,n (6.17)
je(k)
Inmultind frecare din aceste relatii cu valoarea complexa V, a potentialului sinusoidal al
nodului (k) si adunand membru cu membru ecuatiile astfel obtinute, rezulta:

Zn:yk D17 =0. (6.18)

k=l je(k)

In aceasta relatie fiecare curent / j este continut de doi termeni: unul cu semnul
"+" pentru nodul (k) din care iese curentul si altul cu semnul minus "-" pentru nodul (1)
in care intrd curentul (fig. 3). Dand factor comun curentul din cei doi termeni care-1
confin, se obfin termeni de forma:(V, —Zi)-f,; =U; -[:, unde U , =V, —V este

tensiunea la bornele laturii. In acest fel, relatia (18) se scrie:

I I
D UjI;=0, respectiv: ) $,=0. (6.19)
=

=
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Separand partile reale si imaginare ale puterilor complexe, rezultd prima forma a
teoremei de conservare a puterilor active i reactive:

~

!
Pj=0; » Q;=0. (6.20)
= =
Puterile complexa S, activa P i reactiva Q ale unei retele conexe si izolate,
egale cu sumele puterilor complexe S;, active P; si reactive Q; ale laturilor sunt nule:

! ! !
$=Y"UI;=0; P=> Ujlcosp;=0; Q=) Ujljsing;=0.  (6.21)
= =

Teorema conservarii puterilor complexe se poate
scrie si sub o alta forma daca tensiunile la bornele laturilor I Z
se exprima pe baza formei generalizate a legii lui Ohm. ) 3
Astfel, pentru o laturd ca cea din fig. 6.3, legea Iui Ohm in I T
complex se scrie: Fig. 6.3.

U;+ E;j=Z]. respectiv: U;=Z]l; —E;. (22)
Multiplicand ambii membri ai ultimei ecuatii cu / j si adunand membru cu membru

ecuatiile pentru toate laturile retelei, se obtine

I I I
DUiL=D Z LI~ E;I;=0, (6.22)

respectiv:

ZI:EJIT :ZI:ZJ'IJZ > (6.23)

Separand partile reald si imaginara, rezulta:

/ / / /
D Ejlicosy =) RjIZ: Y Ejlisiny;=» X;l}. (6.24)
= = = =

Suma puterilor complexe ale surselor de energie din retea este egald cu suma
puterilor complexe ale elementelor pasive (impedantelor). Corespunzator se formuleaza
si teoremele de conservare ale puterilor active si reactive.

Pentru o retea deschisa, pasiva, alimentatd din exterior pe la m borne de acces,
teorema conservarii puterilor se formuleazd In mod adecvat: puterile activda Py, si
reactiva Qy transmise retelei pe la bornele de acces sunt egale cu suma puterilor active
P;, respectiv reactive Q; din laturile retelei:

m ! m !
Pb :ZVka COSVY :ZUJIJ COS(PJ' 5 Qb :ZVka SiIl\Vk :ZUJIJSIH(PJ . (625)
k=l k=1

1 j=1
Tinand cont de proprietatea de separare a puterilor pe elementele de circuit in regim
sinusoidal, bilantul puterilor active si reactive poate fi scris si sub forma:

P, :;Vklk cosyy :ZIRJ-IJZ : Qy :;Vka siny, :ZXJ.IJZ (6.26)
= = = =
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6.2. APLICATII SI PROBLEME

6.1. Tensiunea alternativa sinusoidala aplicata la bornele unui circuit are
expresia: u:60sin(c0t+%), iar curentul care-l strabate: i=3sin (ot—% :

a) Sa se scrie §i sa se reprezinte in complex nesimplificat si simplificat tensiunea
u §i curentul i. Sa se calculezeimpedanta complexa Z , admitanta complexa Y , puterea
aparenta complexa S .

b) Cum se modifica expresiile complexe ale tensiunii si curentului, impedanta

. . . T
Z , admitanta Y puterea aparenta S, daca axele se rotesc cu iz.

Rezolvare.
a) u:60sin(cot+%).

u—60e ((ot+)
_ 60,15 _60 | )
U Neh > COS3+_]Sln 1542 (14 j4/3).
z-3sm(a)t E]
6
z:3ej(®t_%)'
_ 3 o= 3 feosTjein 32 (3
I 3¢ 0=y oS ising 1 (V3-j)
X:%:i:%— _-0,05¢”2 =—0,05.

b) Presupunind ca axele se
rotesc cu unghiul @ :%, figura 6.4,
expresiile devin:
U= 60 ej(g_gj :Qemomoo
V2 V2
3
V2

—j 75° w180°
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Considerand unghiul de rotire al axelor @{ :—% ,

U:@ej(g%):@eﬂosomsoo
— 2 V2
3n 3n 31

ei5°m180° . 7 90eta . g=90e’4 . y=LlT4

|

_ 3
J2
6.2. Se da circuitul din fig. 6.5. alimentat de o tensiune alternativa sinusoidala
0,1 10°°

H, C=
i i

F.

u= \/E -100 sin(cot + %C] Parametrii circuitului: R =10 Q,; L =

Sa se calculeze:

a) Impedanta echivalenta a retelei, rezistenta si reactanta echivalenta.
b) Admitanta, susceptanta si conductanta echivalenta.

c) Valorile instantanee ale curentilor i., ig, ir §i a tensiunii up.

d) Sa se efectueze bilantul puterilor.

e) Sa se rezolve utilizand diagrama polara a circuitului.

R

u

o_i_(lj
|

Fig. 6.5.

Reprezentarea in complex simplificat a tensiunii sinusoidale:
u=+2- 100sin(cot +%C]

Sn

U=100¢ * =-50-+/2-(1+})

a) Impedanta complexa echivalenta,

z. :jxc+R(J—},(L)=5—j5:5-\/§-e'jZ —R, + X,
R+ X,

R,=50Q
X, =-5Q

Circuitul are caracter capacitiv.

b) Admitanta complexa echivalenta,

1 1 I .1

— —_ J_:

—e = ,: Ge_jB
Z. 5-j5 10 "10

€

€

G.—L18;B =—Ls
10 10
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an
c) IC:ZEIO-\/E-GJ3 =—j-1042

=e

Utilizand regula divizorului de curent, rezulta:

Valorile instantanee ale curentilor i, ig, ip $1 a tensiunii Uag.
io=+/2- 10x/§sin((ot —gj
. . St
1, = V2 10sm(cot +T]
i = V2. 10sin(cot —%)

u,, =Ri, =ﬁ-100sm(wt—§]

d) Bilantul puterilor.
Puterea aparentd complexa absorbitad de circuit pe la borne este:

In

S=U-T. =1000-+/2 ¢ * =1000- j1000
P=R.il =1000 W

Q=oL-I —L-Ig =100 VAR
oC

f) Diagrama polara a circuitului este prezentata in fig. 6.6.

B
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6.3. Cata energie electricd consumd o lampa alimentata la o tensiune de 220 V
prin care trece un curent de 0,3A daca ea functioneaza timp de 15 minute.

R: W= Ult = 220:0,3-15:60 = 59400Ws = 59400/3600 Wh = 16,5 Wh = 0,0165 KWh.

6.4. Un radiator electric avand rezistenta R=20 Q este strabatut de un curent
I=10 A si functioneaza timp de doua ore si 45 de minute. Cata energie consuma?

R: W= RI’t = 20-100-(2+3/4) = 5 500 Wh = 5,5 KWh.

6.5. Sa se determine pierderea de tensiune in volti si procente pentru o portiune

dintr-un conductor avand rezistenta de 0,5 Q, prin care trece un curent de 8A, tensiunea
de alimentare fiind de de 220 V.
R: AU=RI=0,58=4V; Au=4/220-100=1,8%. W =0,0165 KWh.

6.6. La temperatura mediului ambiant t, = 15°, rezistenta unui bobinaj al unei
magsini electrice este R; = 40 Q. Dupa o functionare mai indelungata, rezistenta
bobinajului creste la valoarea R, = 50 Q . Sa se calculeze temperatura t; la care a ajuns

bobinajul dupa functionare, stiind ca bobinajul este facut din cupru cu coeficient de
temperaturd o = 0,004.

R: Ry=R [l+a(t—t))]; t2=t; + (R, —R))/a/R; = 77,5°C.

6.7. Pe placuta unui electromotor monofazat sunt trecute urmatoarele date: P = 2
kW, =5 A, cos ¢ = 0,8. Sa se determine tensiunea la care lucreaza acest electromotor.

R: P =Ulcosp; U = P/l/cosp =2000/5/0,8 =500V.

6.8. Ce curent maxim se absoarbe printr-un brangament monofazat de 220 V de
catre o instalatie electrica dintr-o locuinta in care sunt instalate : 5 lampi de cate 100 W,
un aparat TV de 30 W si un frigider de 100 W ?

R: P=Ulcosp = UI; I= P/U=(500+30+100)/220 = 2,86 A.

6.9. Sa se calculeze impedanta si defazajul intre tensiune si curent ale unei
bobine cu rezistenta activa de 1,5 € si cu o reactanta de 2 Q.

R: Z:\/R2+X2 :\/1.52+22 =2,50Q; coscp:R/Z:0,6;(pz530.

6.10. Un abonat consuma energie electrica prin utilizarea unei plite electrice cu
rezistenta de 30 Q ce absoarbe un curent electric de 8 A si a 4 becuri a cate 75 W,
functionand toate timp de o ord si 15 minute. Sa se determine energia electrica totala
consumatd de abonat in acest interval de timp.

R: Puterea plitei electrice este P; =R I* =30 - 8 = 1920W,
Puterea becurilor este P, =4 x 75 =300W.

Energia electrica totald consumata in intervalul de timp considerat este:
W = (P; +Py)t=(1,920+ 0,3)-(1 + 15/60) =2,22 - 1,25 =2,775 kWh
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7. CIRCUITE TRIFAZATE LINIARE
iN REGIM PERMANENT SINUSOIDAL

7.1. CIRCUITE TRIFAZATE ECHILIBRATE ALIMENTATE
CU TENSIUNI SIMETRICE SINUSOIDALE.
PROBLEME REZOLVATE

7.1.1. Un generator electric trifazat cu tensiuni simetrice sinusoidale
alimenteaza doua receptoare trifazate echilibrate conectate in triunghi §i respectiv in
Stea ca in figura 7.1. Sa se determine curentii totali de linie si puterile activa, reactiva
§i aparenta debitate de generator. Se neglijeaza impedanta liniei de alimentare.
Impedantele receptoarelor sunt: Z,=(2+j3)Q;7Z, =(3+j2)Q.

L Z,

0 . I
U Z,

o —
Z,

o 1

Fig. 7.1.

Se transfigureaza receptorul conectat in stea intr-un receptor echivalent conectat
in triunghi cu impedantele z =37, =3(3+2j)Q. In acest fel, cele doua receptoare in

triunghi au laturile in parallel, astfel incat, prin compunere, se ajunge la un receptor
echivalent unic in triunghi cu impedantele fazelor

,_ Z,-Z, 32+2)(3+j2) 39

~(1,74+32,19)Q,

Zl+Z‘2 11+19 11+19
Sm{Z} 1]
7=\Z\=2,74Q2, ¢= .
|| 744, g=arctg Re{Z} 9

Curentii din laturile receptorului in triunghi au valoarea efectiva:

_Us 380 _
I == _—2’74~138,7A.

Curentii debitati de generator au valoarea efectiva

I, =+/31; = 240A,
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iar puterile aparenta, activa si respectiv reactiva sunt:
S=+3U,1,~158kVA;
P=+3U,I,cosp=+/3-380-240-0,633~100kW;
Q=+/3U,1,;singp=+/3-380-240-0,774~122,6kVAR.

7.1.2. O linie trifazata echilibrata avand lungimea | = 500m, rezistenta specifica
Ry = 210" Um si inductivitatea specifica Ly = 6,381 07 H/m, alimenteazd sub tensiuni
simetrice, 3x380/220V, 50Hz, urmatorii consumatori: un motor electric cu puterea
Py = 10kW si factorul de putere cospy = 0,5, trei bobine identice cu inductivitatea L =
= 0,01H, trei condensatoare conectate in triunghi de capacitate Cy, = 1 09 F Si 0
instalatie de iluminat cu puterea instalata P; = 30 kW ca in figura 7.2.

Se cer: curentii de linie, factorul de putere total la consumator §i tensiunile ce
trebuie aplicate la intrarea liniei ca tensiunile la consumator sa fie cele prescrise.

3x380/220V, 50Hz
®

O—— LI LI L——T00000 L
L%%
O—— LI L——~T00000 L 2 L 2 I ®
O——e LML Lo BT ® ®
Im I Ic I;
Ca Ca
M LsLsL Z f )
Fig. 7.2.

Curentul de linie absorbit de motor are valoarea efectiva

L= Py ~ 10000
M V3U,cospy  +/3-380-0,5

~30,4A,

iar Tn complex este
Iy =1y (cos@y + jsingy )=30,4(0,5+j0,87) =~ (15,2 + j26,4)A .

Curentul complex al bobinelor este

Uy 220 :
[ =—f = — 4A.
L= 5oL pid-001 17008

Condensatoarele conectate in triunghi se pot inlocui cu condensatoare conectate
in stea cu capacitatea echivalenta

Coa =3C,4 :%-IOMF.

Astfel, curentul complex al condensatoarelor rezulta:

3
Ie = j0Cy Uy =j%-10—6 :314-220=j23,027A.
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Curentul absorbit de instalatia de iluminat este real si are valoarea efectiva
= P, 30000
30U 3-220
Curentul total, de linie rezulta: I, =1, +1; +Ic +1; =(60,65—j20,68)A ,
cu valoarea efectivi 1, =/60,65% +20,68> ~64,08A.
Factorul de putere la consumator este
Reil,} _ 60,65 _
IL | 64,08

Caderea complexa de tensiune pe fiecare conductor al liniei se calculeaza astfel:

AU, =Z,1,=500(2-10™ +j314-6,38-1077 )(60,65+j20,68)=(8,13+j3,97)V .

=45,45A.

cosQp = 0,95.

Tensiunea de faza la bornele de intrare a liniei este

Uy =U; +AU,; =(228,13+3,97)V,

cu valoarea efectivi, U, =+/228,13% +3,97> ~228V .
Valoarea efectiva a tensiuni de linie ce trebuie aplicata la intrarea liniei este
Uy =+/3-228%395V .

O altda metodad de rezolvare a problemei se bazeaza pe calculul puterilor si este
prezentata in tabelul urmator.

Puterea activa P | Puterea reactiva .
Consumator (W] [VAR] Relatii de calcul
Qm = Pmtgom=
Motor 10 000 W 17 320,5 VAR Py, J1-cos? @y
COSQP
. U2
Bobina 0 46 242 VAR QL=3—L
oL
Condensator —45341,6 VAR |Q¢|=30C, U7
[luminat 30 000 W
S=4P?+Q? =43954,6 VA
__S _
Total 40 000 W 18 221VAR =30, =66.6A,
consumator
P
=-=091
- P =3IRJ" =1330,7W
Linie 1330,7 W 1333 VAR Q= 3IL.oF = 1333 VAR
So=+P>+Q%=45723VA
So
Uy =—==39%V
TOTAL 41 330,7 19 554 VAR VY
P
=-=0,9
CoSPo =g =Y
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7.1.3. Un transformator de forta trifazat de putere S, = 10 MVA are tensiunile
nominale U, = 20 kV 5i Uy, = 6,3 kV. Sa se calculeze curentul nomimal primar.

R: Sp = Sin = V3 Unnlin ; Iin= Sa A(1,73:Uy,) = 10 /(1,73-20) ~ 0,289 kA — 289 KA.

7.1.4. Un electromotor trifazat de 1500W (putere nominala) absoarbe un curent
de 4,94 la un factor de putere cosep = 0,85. Sa se determine tensiunea la care
functioneaza electromotorul.

R: P—+3Ulcosp, U= P/(+31cosp), U=1500/(+3:4,9:0,85) =208 V.

7.1.3. O linie electrica trifazata echilibrata avand lungimea L = 100m si
sectiunea S = 25 mm’, alimenteazd un electromotor de 15 kW, 3x380 V, cos ¢ = 0.8,
randamentul n = 0,9; se considerd p = 1/32 Qmm’/m. Si se determine: a) curentul

electric I, absorbit de electromotor; b) pierderea de tensiune pe linie pana la
electromotor; c) valoarea maxima a curentului la care poate fi reglat releul termic al
intrerupatorului automat al electromotorului, stiind ca, conform normativelor, releul
termic poate fi reglat la un curent cuprins intre (1,05 — 1,2) I,.

a) Pnominalé motor = Pn = Putila la arbore = 1] 'Pelectrica absorbita = T 'Pabs-

Pabs = P/ = +/3U, L, cos@; I = Py /(M-~/3U, cos@) = 15000/(0,9-/3 -380 - 0.8).
Deci, I,~31,65 A.

b) Facem ipoteza cd la bornele motorului alimentat prin linia trifazatd de
lungime L avem tensiunea si curentul nominal. Utilizand curentul nominal calculat mai
sus, determindm caderea de tensiune pe linie.

100

_J3.1 .PL. _J3. 100 hg_
AU = /31, g 1COSO J3:31,65 3375 0.8 =548V,

€) Inax = 1,2 I, = 1,2:31,65 ~ 38 A.

7.1.4. Intr-un atelier se inlocuieste un polizor cu un strung. Stiind ci circuitul
care alimenteaza polizorul are 4 conductoare izolate de aluminiu de 2,5 mm’, montate in
tub, sd se verifice daca prin acest circuit se poate alimenta strungul si in caz contrar sa
se redimensioneze circuitul. Se verifica caderea de tensiune si densitatea de curent, in
regim normal si la pornirea electromotorului strungului. Se cunosc: puterea
electromotorului strungului 7 kW, tensiunea de alimentare 380/220V, cos ¢ = 0.8,
randamentul n = 0.9, curentul de pornire I, = 6l,ominal, lungimea circuitului 20 m, rezisti-
vitatea p = 1/34 Qmm?/m, pierderea de tensiune la pornirea electromotorului < 10%,
densitatea admisibild de curent pentru Al in regim permanent este 8, = 6A/mm’, iar in
regim de pornire 6, = 20 A/mm’.

Pnominalé motor = Pn = Putilé la arborele masinii = T 'Pelectricé absorbita = T 'Pabs;

P P 7000
Paps = —+ = ~/3U, I, cos0,; 1, = . = = 14,77A.
= ¢ W3U, cosp. 0,943 38008
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Ipornire = 6In =6 14,77 = 88,62A

in conformitate cu normativul 17/2000 anexa 6, conductorul de Al de 2,5 mm?
poate fi utilizat pentru realizarea circuitelor de forta trifazate din interiorul cladirilor —
se verificd pierderile de tensiune, densitatea de curent si se face calculul de incalzire:

a) Verificarea conductorului de alimentare din punct de vedre al caderii maxim
admisibile de tensiune si d.p.d.v. al incélzirii maxime in regimul de functionare de
durata.

Ciderea de tensiune: AU = +/3RI, cose,unde, R = %
AU =329 _.14.77.0,8~5,4V _ respectiv Au = 5,4-100/380 = 1,42 % < Atmax adm,

34-2.5

Pentru bransamente alimentate din reteaua stradald Aumaxaam. = 5%, deci

conductorul indeplineste cerinta de cadere de tensiune maxim admisibila.
In conformitate cu art 4.8 din 17/2002, Iyaxadm pentru 3 conductoare de Al
1zolate cu PVC montate in tub este Inaxadm = 15A.

Libsmotor = 14,77A < Imaxadam. = I5A pe cale, In consecintd conductorul
indeplineste cerinta de incalzire maxim admisibila.

b) Verificarea conductorului de alimentare d.p.d.v. al caderii maxim admisibile
de tensiune si d.p.d.v. al densitatii de curent maxim admisibile In regimul de
pornire.

bl) I, =61,. AU, = 6:AUrcg funct.durata = 6 X 5,4 = 32,4V

Aup[%] = 6:1,42 = 8,52% < 10% (valoarea maxim admisibild conform

enuntului problemei) si conductorul indeplineste cerinta de cadere de tensiune maxim
admisibila in regim de pornire a motorului
b2) In conformitate cu art 5.1.17 din 17/2002 densitatea maxim admisibila pentru
conductoarele de aluminiu in regimul de pornire al motoarelor este de 20A/mm?”.
Densitatea curentului de pornire

8p=1,/S = 6:14,77/ 2,5 = 35,448 A/mm* > 20A/mm’ ,

deci conductorul nu indeplineste cerinta de densitate maxim admisibild de curent in
regim de pornire. Sectiunea minima a conductorului ce rezulta din aceasta conditie este

Smin=Io/8p max= 6-14,77 / 20 = 4,43mm” .

Este necesard alegerea unui conductor de Al cu sectiunea standard S = 6mm’
pentru care rezultd densitatea de curent la pornire 6, —14,77A/mm* < 20A/mm”.

7.1.5. O coloana electrica de 380/220V cu conductoare de aluminiu in lungime
de 25m alimenteaza un tablou secundar de la care pleaca trei circuite pentru:

- un electromotor trifazat de 4kW
- un electromotor monofazat de 2kW
- 20 de lampi de cate 100W fiecare.

Electromotoarele au pornire directa si absorb la pornire de sase ori curentul
nominal 1, Pierderea de tensiune admisa in coloana este de 2%, iar la pornirea
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electromotoarelor maximum 10%; conductivitatea y = 34m/Qmm’, cos ¢ = 0,7 si
randamentul n= 0,9. Curentul maxim admisibil in regim permanent, pentru

conductoare de Al cu sectiunea de 6 mnt’ este de 304, iar densitatea admisibild de
curent pentru Al, in regim de pornire 0, = 20A4/mm’. Tindndu-se seama de incdrcarea

echilibrata a fazelor si de un mers simultan la plina sarcina a tuturor receptoarelor, sa
se determine sectiunea coloanei. Se va face verificarea la densitate de curent in regim
de pornire si la caderea de tensiune.

Pentru echilibrarea sarcinilor pe cele trei faze, electromotorul monofazat se
conecteaza la faza R, cate 10 1ampi se conecteaza la faza S, respectiv la faza T. Cea mai
incarcatd va rezulta, in acest caz, faza R; se va calcula sectiunea coloanei luand in
considerare curentul total din faza R, unde este racordat electromotorul monofazat.

Pabs motor trifazat = Po/M = +/3U 1, cosp, — I, = P/ (nv/3U,, cosp, ) =
= 4000/(0,9+/3 -380-0,7) = 9,65A.
Pabs motor monofazat = Pn/M = Unln c08¢@n — In = Po/(nUncosen) =
= 2000/(0,9-380-0,7) = 8,35A.
Curentul absorbit pe faza R are valoarea efectiva:
Ir = Iinotor trifazat + Imotor monofazat = 9,65 + 8,35 = 18A,

In regim permanent, la incdrcare maximd (ambele motoare in functiune la
sarcind nominald), Ir = 18A < Lgmisibit = 30A.

Ciderea de tensiune pe coloana de alimentare: AU = ~/3RI, cos, unde, R = YLS
AU =ﬁ£-18-0,7 ~2,67V respectiv Au = 2,67-100/380 = 0,7 % < Aumax.adm= 2 %.

34-6

In cazul cel mai solicitant, la pornirea simultand a motoarelor, curentul pe faza R
poate avea valoarea maxima:

[r=61,=6"18 =108 A.

.. . 2 o .
Pentru conductorul de aluminiu cu sectiunea de 6 mm- rezultd o densitate de
curent la pornire:

8p=108/6 = 18A/mm* < &, aamisibil = 20A/mm’,

Caderea de tensiune pe coloana in aceasta situatie rezulta:

AU= \/§3i—56-108-0,7 ~16,02V, Au = 16,02-100/380 = 4,2% < AUmax.admp= 10%.
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7.2. METODA COMPONENTELOR SIMETRICE.
APLICATII SI PROBLEME REZOLVATE.

7.2.1. Consideratii teoretice

Metoda componentelor simetrice constd in descompunerea unui sistem trifazat
nesimetric in trei sisteme simetrice, numite componente simetrice $1 apoi in
suprapunerea regimurilor de functionare produse de fiecare sistem simetric in parte.
Metoda se poate aplica deci numai circuitelor electrice liniare, unde este valabil
principiul suprapunerii efectelor.

Fie sistemul trifazat nesimetric dat de marimile
Yi(t) =v2Y;sin(wt +7,)
ya(t) =~2Y, sin(wt +7,) , (7.1)
y5(t) =vV2Y; sin(ot +y3)
cu reprezentarea in complex:
Y. =Ye" Y,=Ye™, Y;=Ye". (7.2)
Sistemul nesimetric se descompune in trei sisteme simetrice:
- sistemul simetric de succesiune directa
Yu=YoYu=a"YgYu=aYy; (7.2)
- sistemul simetric de succesiune inversa
Y =Y; Yy =aY; Yy =a%Ys; (7.3)
- sistemul omopolar
Y=Y Yu =Yy Yy =Y. (7.4)

Relatiile dintre componentele corespunzatoare sistemului nesimetric si cele ale
sistemelor simetrice sunt:

Yi=Yq+Yi+Yy
Y,=a’Yy+aYi+Y, . (7.5)
Y;=aYs+a’Y;+Y,

Rezolvand invers sistemul de ecuatii (7.5), se obtine:

Yi= % (X] +aY,+ aZXS)

Y =1(Y+a%Y; +aYs). (7.6)

L=5L+L+L)
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7.2.2. Aplicatii si probleme

7.2.2.1. Se da reteaua trifazata echilibrata din figura 7.3 alimentata cu un
sistem de tensiuni sinusoidale nesimetrice: Usy = 300V, Usp = j 100V, Ur = —j 100V.

Impedantele complexe au valorile: Z' :jZOQ;Z// =730Q; Z(I =j10Q. Se cer curentii

din ramurile retelei.

Componentele simetrice ale sistemului

de tensiuni de alimentare este

3

-3

Uy, :%(QRO +Ugo+Urg )=

[—jd :l(QRO +agso +a2QT0 ): 42,3V

U; :l(gRO +a’Usg, +aQT0):157’7V'

100V

Schemele trifazate si corespunzator,

schemele monofazate pentru

simetrice sunt date in figura 7.4.

componentele

R Ix L Z
i
So Is i Z
T, Ir It Z
I
. ¥
Zx
JIN
¢ 1+

Fig.7.3.

Componentele simetrice ale curentilor se determina usor utilizand schemele
monofazate de secventd directd S« (fig. 7.4,a2), invedrsa Se¢ (fig. 7.4,b2) si homopolara

S4 (fig. 7.4,c2). Rezulta astfel:

U U
[[==%=—j2.12A, I;==4
14 7 J 1d 7"
Ry L Ly Z
o
il
5/ el 3
Ty al A Z
2w
%' Z/
z
§ — 1—
al) Regimul simetric direct.
I_” le
all _Z
21 _Z

b1) Regimul simetric invers.
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d_1,41A; 1, =1, +1) =(1,41-j2,12)A;

R, 1 I’ Y4
e S I
I
Ui
(e &
0

a2) Schema monofazata S«

R_ I I” ZII
D g I O
I
LJi Z/
O L 2
0;

b2) Schema monofazata S¢



R, Iy L Z
o
%h I, i _Z
= ; P Z”
Ty L Z Ry I o b 11—
-5 L I,
31 U
5] Z/ Lhn Z/
/ 32
3Ih ZN o &
Or — O
cl) Regimul simetric invers. ¢2) Schema monofazata 54
Fig. 7.4. Schemele retelei corespunzatoare componentelor simetrice.
I; :Q—i,:—j7,88A, I Y sosa 1 =1 +1j =(5,25-j7,88)A;
VA VA ’
I ==h=—j5A, Ij == =166A; I, =L, +L; =(166-j5)A.
Z// +Z//
& L T4LN

Curentii reali din retea se determind astfel:

Ig =L, +L +1, =(8,32+j15)A Ig =L +L +1, =—j15A
Ig=a’l +al; +1, =(3,32+j3,32)A ; {Ig=a’I;+al;+1, =4,98A ;
Iy =aly+a’[+1, =(-6,65-j3,32)A |y =aly+a’l;+], =—4,98A

I =Ig+1 +1; =8,32A Iy =Ig +I5 +1r =—jISA
Ig=a’I; +ali +I, =(-1,66+j3,32)A; {Iy=Ig +Is+Ir =5A
Ir=aly+a’ [} +1; =(-1,66-j3,32)A |y =Ix+Iy=(5-jl5)A

7.2.2.2. Un receptor trifazat este format din trei impedante Z;, Z>, Z3 conectate
in stea ca in figura 7.5. Sa se determine curentii din retea prin metoda componentelor
simetrice in doua situatii: a) intrerupatorul K deschis (conexiunea stea fara fir neutru);
b) intrerupatorul K inchis (conexiunea stea cu fir neutru).
Tensiunile pe fazele receptorului U,
Z

—= U,,U; se scriu:
\/
U, U =21;;U,=24,1,; Uy=2Z;1;. (7.7)
IAI Daca se inlocuiesc curenfii in functie de
\‘T'/ . . . .
U componentele lor simetrice, se obfine:
2
= Ui =Z,(Lg+L +1,)
\‘—'_/
Us g, U,=2Z,(a’1;+al; +1;) (7.8)
,_ZN Us=Z;(alg+a’1; +1;)
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Componentele simetrice ale tensiunilor pe fazele receptorului se determina
astfel:

Us=3(U; +al, +a*Us)=3(Zi 1 +aZ, 1, +a°Zs I )=
=z (4L 1)+ azZ, (021 +ali +1 )+ 25 (alg +a L +1, )=
:%[(Z1 +Z,+2Z;3)], +(Z1 +a’Z, +aZ3)L +(Z1 +aZ, +aZZ3)1h] .

In acelasi mod se stabilesc relatiile pentru componentele inversa si omopolara
ale tensiunilor. Prin analogie cu componentele simetrice, se noteaza cu &;,&; si &,
impedantele complexe de calcul:

&g :%(Zl +aZ, +azz3) — impedanta directa
£ :%(Zl +a’Z, +aZ3) — impedanta inversa

&, :%(Zl +Z,+2Z5) — impedanta omopolari (7.9)
Pentru componentele simetrice ale tensiunilor se obtin ecuatiile:

Uy=E g +& 1 +E4 1,
Ui=Calg +En i +Gil, (7.10)
U, =1 +& L +&L 1

a) Cazul retelei fara fir neutru. Se dau tensiunile de linie nesimetrice: U,,,

U,;,Uj3, pentru care se determind componentele simetrice
1 2 . 1
Uy :g(gy +aUs +a”Up ), Uy :g(gy +a’Us, +al, )

Deoarece I;+1,+15;=0, curentii nu au componenta homopolard, I, =0, din
(7.10) rezulta:
Ug =&, i +& 1 Uy =413 +&, I Uy =& 14 +E4 1. (7.11)

Daca se alege ca fazor fundamental al tensiunilor de linie fazorul U,3;, componentele
simetrice a acestor tensiuni rezulta:

Uiy =5(Uss +aUs; +a2Up)=1{U, ~Us +a(Us -Up)+a (U, -Us) =
_1 2 1 2 _1.2 2 _
—3(Q2+ag3+a Uy 3(23"‘321"'3 Qz)—3a (U, +al, +a"U;)
~la(U, +aU, +a2Us)=(a% ~a)U, =~ W30, =V3U,e

U, :%(223 +azg3] +al, ):%[Qz -U, +a’ (Q3 -U, )+a(gl -U, )]:

= jW3U, =+3U,e";
Up :%(Qm +Uj, +Q12):(Q2 -U;+U;-U,+U, -U,)=0.

Avem asadar U, =—j~/3U,, U, =jv3U; si utilizand ecuatiile (7.11) obtinem:
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{Qld =—jV3(En L +E L)
U, =jv3(Eq L +En]))

Prin rezolvarea acestui sistem de ecuatii se obtine

b Upén +UE;

I,=

RENEI=

[ = J UuCa+U&
RIS S

cu care se determina curentii pe fazele receptorului:
I =1+,
I, =a’l,+al;
[ =alg+a’[;
b) b) Cazul retelei cu fir neutru. Se dau tensiunile de alimentare prin

componentele lor de faza nesimetrice U;,,U,,,U;, pentru care se determind
componentele simetrice

Ic

d :%(QIO +aly +32[_J30)

I=

i :%(Qlo +a’ Uy +3Q30)

Ic

h :%(Qlo +Uy +Q30)

Componentele simetrice ale tensiunilor de pe fazele receptorului U,,U,,U; sunt:

Ui=1(U; +aU, +a’Us)

U; Z%(Ql +a’U, +3Q3)

Q{l :%(Ql +U, +Q3)

Sistemele de fazori U,,,U,,U;, st U;,U,,U; au varfuri comune si origini
diferite, ca in figura 7.6. Intre componentele simetrice ale acestora exista relatiile:

Uy _[_jii :%[(Qlo -U)+a(Uy -U, )+32 Uy -U,)=

:%(QNO +alyy +322N0):0;

—=1

U; —Q{ :%[(Qlo -4, )+'<12 Uy —Uy)+a(Uy -U,)=

:%(QNO +32QN0 +alUyo)=0;

Fig. 7.6.

Uy ~Uj, = 3[(Us ~U1)+(Usg ~Us )+ (Usg ~Us )= Uno-

Asadar componentele simetrice directd si inversa sunt egale, Qﬁl :Qd,gf =U;, iar

componentele homopoare diferd, U, =Uy,-U, .
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Utilizdnd impedantele complexe de calcul, ec. 7.10, avem:
Ug=Uy =& L +& L +E4 1,
U =U; =& g +& [ +& 1,
Uy =Up +Uno =& L +& L +&p 1,
Din acest sistem de ecuatii se determina componentele simetrice 4, I;, I s1 apoi
se pot calcula curentii I;, I, I prin fazele receptorului. Curentul prin firul neutru este
In=L+I1, +13=3],
iar tensiunea dintre neutrul receptorului N si neutrul retelei de alimentare 0 (deplasarea

neutrului) se determind cu relatia
Uno=ZnIn=3Z\]1,.

Poate fi determinatd acum si componenta homopolard U} =Uy,—U, si apoi, cunos-

cand toate componentele simetrice QQ,Q{,Q;, se pot calcula tensiunile pe fazele
receptorului Uy, Us, si Us.

7.2.3. Aplicatii la studiul regimurilor de avarie in retelele
trifazate cu metoda componentelor simetrice.

7.2.3.1. Se considera scurtcircuitul monofazat la bornele unui generator trifazat
cu tensiunile electromotoare simetrice E=E4E;=E,=0 s§i cu impedantele dinamice

Z4,Z; §i Zy, acesta reprezentand partea echilibrata a retelei R, (fig. 7.7).
Daca scurtcircuitul este net,

acest defect se modeleaza cu impedan-
tele transversale

Zy=0; Zs=Zr=.
La locul defectului se pot scrie
urmatoarele ecuatii:

Ur=0; Is=I;=0.

Chiar daca fizic fazele S s1 T nu
sunt intrerupte, producerea unui scurt-
circuit pe faza R duce la cresterea
puternicda a curentului pe aceasta faza
si la micsorarea curentilor pe fazele S si T,
acestia putand fi neglijati.

Daca scurtcircuitul este cu arc elec-
tric, impedanta de modelare Zp este egala
cu impedanta arcului, Zz =7, (fig. 7.8) si
ecuatiile la locul defectului devin:

Ur =Z.Ix; I=11=0; I;=I..

Acestor ecuatii le corespund urmatoarele 7
ecuatii In componente simetrice: Fig. 7.8.
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Ug+Ui+ U, =Z,14+ L +1p)
azld +aL +lh = ald +a2L +lh =0

Din ultima ecuatie rezultd I,=1;=1, si
Qd +Qi +Qh :3Zald; lsc :lR :3lh .

Schemele monofazate de succesiune directda SMy, inversd SM; si omopolara SM
se pot conecta astfel incat sa satisfaca aceste relatii ca in figura 7.10. Curentul prin
reteaua monofazata astfel obtinuta este

i Eq
ld_ll_lh_zd+Zi+Zh+3Za )

iar relatia de calcul a curentului de scurtcircuit rezulta:

I
Ny Li+Zn+3Z2,

Pentru determinarea tensiunilor se determina SM
mai intdi componentele simetrice ale acestor tensiuni:

Us=Ei—Zils; U=—2ZL; U, =—Zl,.

Tensiunile rezulta: SM;
_ , _ _ 3Z.E
QR _Qd+g1 +Qh _3Zalh _Zd+Z1 +Zh +3Za
Us—aU, +aU,+ U, = @ —0)Zt @12, o SM,

2i+Zi+Zw+3Z, —

B T _(a—az)Zi'i'(a—l)Zh
Ur=alUg+a'U+U, = Zi+Zi+Z,+3Z, E

Pentru a limita sau eventual chiar anula curentul de scurtcircuit I, unica posibi-
litate practica consta in cresterea pana la valori infinite a impedantei omopolare Z,.
Modificarea impedantelor Zy sau Z; ar atrage dupa sine modificarea corespunzatoare a
curentilor pe fazele S si T la functionarea in sarcind a generatorului. Cum numai
componentele omopolare ale curentilor se inchid prin pamant la neutrul generatorului,
curentul poate fi limitat introducand intre neutrul generatorului si pamant o impedanta,
de obicei o bobind, numitd bobina de stingere, calculata astfel incat curentii de
scurtcircuit sa fie limitati la valori nepericuloase.

7.2.3.2. Se considera scurtcircuitul net pe fazele 2, 3 cu intreruperea fazei 1 la
bornele unui generator trifazat cu tensiunile electromotoare simetrice E=E E;=E; =0

si cu impedantele dinamice Z4,Z; si Zy .

Reteaua electricd se compune din partea echilibratd R (generatorul trifazat) si
din elementul trifazat dezechilibrat care modeleaza defectul cu impedantele

Z,=0, 2,=2;=0,Zy=,

asa cum se poate vedea in figura 7.11.
Ecuatiile la locul defectului sunt:

- 133 -



Us=Ur; k=0, Is=-Ir,
care, in componente simetrice, se scriu:

azﬂd +alU;+ U, =alU,+ a’U; + Uy,

Li+L+1,=0; azld +al;+1,=—aly— aZL —I.
Din aceste ecuatii rezulta:

Us=U;; U, =0;1,=0; I;=-L.

Pe baza acestor relatii, schema echivalenta
monofazatd 1n componente simetrice a
scurtcircuitului bifazat fard punere la pamant
este cea din fig. 7.12. Din aceasta schema se
determind componentele simetrice ale curentilor
si tensiunilor:

I = E =
o VARV

i Ug=Ui=E-Zili= 5%~ E.

Curentul de scurtcircuit rezulta:

a-—a)E
lsc :lS :_lT :azld +ali = (Z +%1.
Tensiunile la locul defectului sunt:
Ug =U,+U;=2Z.1,= 2Z;E
~R —Xd =1 —l—d_Zd+Zi’
Z;E
QS :[_jT :azgd +agi :(a2 +a)gd :_gd :_Zd_+zl

7.2.3.2. Scurtcircuitul trifazat (cu sau fara punere la pamant).

Daca intr-o retea simetricd se produce un scurtcircuit trifazat, regimul este
echilibrat (fig. 7.13), ecuatiile la locul defectului fiind: Uy =Us=U;=0.
Prin urmare i componentele simetrice ale tensiunilor sunt de asemenea nule:

1T —T17. — R, " "
Uy=U;=U;=0. A E ~ Ir R
9
Schema monofazatd pentru componen-
tele simetrice se da in figura 7.14. Is _S
Numai componenta directa a curentului / I T
este nenula: 5 o
=L % TS
= — -
z / S| =l =
Pentru curentii de scurtcircuit
rezulta relatiile: s
E Fig. 7.13.
k=l4= Z 5
Ii=a’l;= azé; /\E Zq I
Zs — I
. _/
Ir=aly= aZ.
Fig. 7.14.
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8. CIRCUITE ELECTRICE LINIARE
iN REGIM TRANZITORIU

8.1. NOTIUNI TEORETICE

Regimurile tranzitorii pot fi intilnite la inchiderea sau deschiderea unor
intrerupatoare care alimenteaza circuitul considerat sau in cazul in care parametrii
circuitului (R, L, M, C) variazd brusc datoritd unor conditii speciale de lucru sau unor
avarii (scurtcircuite, intreruperi).

Circuitele liniare si invariabile in timp (cu parametrii constanti) sunt descrise
de ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti. Dupa cum se stie, solutia generala
a unor astfel de ecuatii se poate scrie sub forma unei sume de doud solutii i anume

y(O)=yu(t)+yp(t), (8.1)
in care:

o yq(t)este solufia generala a ecuatiei diferentiale date, obtinute prin
anularea termenului liber al acesteia (solutia ecuatiei omogene) si se
numeste solutie de regim liber sau componenta tranzitorie.

e y,(t) este o solutie particulara a ecuatiei diferentiale a circuitului — numita
solutie de regim fortat sau componenta permanenta.

in mod obisnuit prin componentd permanentd yp se intelege expresia solutiei
generale y(t) pentru t — oo.

Folosirea acestor denumiri este potrivita dacd semnalul excitatie (tensiune sau
curent) actioneazd un timp relativ indelungat fatd de intervalul de timp cat exista si
componenta liberd. In aceste conditii, componenta liberd e potrivit si se numeasci
componenta tranzitorie Vi, deoarece este vorba de o componentd de scurtd durata,
respectiv trecitoare. In regim tranzitoriu sunt prezente ambele componente, deci
semnalul raspuns va fi de forma:

y(O) = yu(t) +yp(t) (8.2)

Dupa un interval de timp dupd care componenta tranzitorie yu(t) poate fi
neglijata (se considerd practic nuld), rimine numai componenta permanenta y(t) = y,(t);
regimul se numeste regim permanent.

Teoremele Comutarii.

La baza analizei circuitelor liniare 1n regim tranzitoriu stau teoremele
comutarii, valabile si pentru circuitele neliniare sau parametrice §i care se sprijind pe
considerente energetice.

Prima teorema a comutarii: intr-o ramura a unui circuit liniar care contine
bobine, fluxul magnetic §i intensitatea curentului conserva, la comutare, valorile avute
in acel moment, variatiile lor ulterioare incepdnd cu aceste valori initiale (fig. 8.1):

Vi (0+) =y (0-) =y (0)

iL(0+) =i (0-) =i, (0) (8.3)
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Daca la comutare curentul 7 ar varia prin salt, atunci
tensiunea la bornele bobinei VL,

. 159 —
VL(0+) = Y (0-)
u,(04) :% = L%{ 84) i+ =i(0-)
Clo+ dt 0+

ar fi nedeterminata, u; (0+) — oo, ceea ce nu este posibil.
De asemenea, o crestere brusca a intensitatii curen- 0 t

tului sau a fluxului magnetic ar conduce la o crestere brusca Fig. 8.1.

a energiei campului magnetic:

(28
2
ly.2_1VL uy (0+) # u (0-)
Wn==Lij =-— 8.5 L L
T2TE 2 L (8:)
incat puterea furnizatda de sursd ar rezulta nedeterminata,
ceea ce din punct de vedere fizic este lipsit de sens. 0 t

Tensiunea la bornele bobinei poate varia prin salt Fig.8.2..
(fig. 8.2).

A doua teorema a comutarii: intr-o ramura a unui circuit liniar care contine
condensatoare, sarcina electrica de pe armaturile condensatoarelor §i tensiunile la
bornele acestora conserva, la comutare, valorile avute in acel moment, variatiile lor
ulterioare incepand cu aceste valori inifiale (fig. 8.3):

q.(0+) = q.0-) = q.(0);

(8.6)
u,(0+) =u,(0-) =u,(0).

Daca la comutare sarcina condensatorului sau tensiunea la bornele sale ar varia
prin salt, atunci curentul prin condensator

. dqe .
io(0+) = glti =cdc‘llt| (8.7)
0+ 0+

ar fi nedeterminat, i(0+) — oo, ceea ce nu este posibil.

Uc,
e uy) = u0)

—dc(04) = q.(0-) ic(0+) # 1.(02)

Fig. 8.3. Fig. 8.4.

ic

O crestere brusca a tensiunii la bornele condensatorului sau a sarcinii electrice
de pe armaturile sale ar implica o crestere brusca a energiei campului electric,
1 1q?
— 2 _
We=zCu =3¢
incat puterea furnizata de surse rezulta nedeterminata, ceea ce este lipsit de sens din
punct de vedere fizic. Curentul condensatorului poate varia insa prin salt (fig. 8.4).

(8.8)

- 136 -



8.2. PROBLEME REZOLVATE
8.1. 8a se determine intensitatea curentului dintr-o bobina cu inductivitatea L §i
rezistenta R, care se cupleaza la o sursa ideala de curent continuu avand tensiunea

electromotoare Ey, figura 8.1.

t=0 R i
E,
R

AT, -
i(t)

b)

a)
Fig. 8.1.

di

Aplicand teorema a II-a a lui Kirchhoff, se obtine ecuatia diferentiala:
L—+Ri=E,

dt
Solutia generala a acestei ecuatii se compune din doi terment,

i(t)=1,(t)+i,(t)
E, este o

R
-—t
din care, i, (t)z Ae T este solutia generala a ecuatiei omogene, iar 12(t)=
solutie particulard a ecuatiei omogene.
Constanta A se determind prin conditia initiald care exprimd continuitatea
fluxului magnetic din bobind in momentul t = 0 al cuplarii:

Li(o+¢) =Li(0-£) =0

Se obtine solutia :
aozggﬁ-e%]

in care T este constanta de timp a circuitului, T=—.
In fig. 8.1,b) a fost pusi in evidentd proprietatea functiilor exponentiale de a

avea subtangenta constantd, egald cu constanta de timp. In practica, se apreciaza ca
regimul tranzitoriu se amortizeaza dupa 3 + 5 constante de timp. Intr-adevar, valoarea

curentului in momentul t =31 este
. Eo 31
13t)=—\1-
( T) R ( © )

diferd de valoarea de regim stationar cu 5%.
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8.2. Un circuit R-L, (fig. 8.2, a) functioneaza in regim stationar sub tensiunea la
borne Ey. Sa se studieze regiumul tranzitoriu produs prin scurtcircuitarea bornelor de
alimentare.

Ecuatia diferentiald a circuitului care cuprinde rezistorul, bobina si intreruptorul,
considerand scurtcircuitul net (fara arc electric), este:

L$+Ri:0; t>0
dt

Eo
. ¢ R
t= OI [ i)
/V
Eo
L
0 1 2 3t/
a) b)
Fig. 8.2.
Solutia acestei ecuatii, cu conditia inifiald i(o+e) =i(0-¢) :%
. ~L L
este, l(t):%e R

8.3. Circuitul din fig. 8.3,a functioneaza in regim stationar cu intreruptorul K
deschis. Sa se determine varatia in timp a curentului din bobina, in urma
scurtcircuitarii rezistorului R;.

Aplicatie numerica: E; =120 V, R =10 QQ, R, =30 Q, L=0,1 H.

Ai[A]
N . 12
1
—_ F+—1
K ? ’/
EO —./‘0 /
(D t=0 . 6
it) :
0" 001 002 003 )
a) b)

Fig. 8.3.
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Ecuatia diferentiald a circuitului in urma inchiderii intreruptorului K este

L9 Ri=E,
dt

R
. . .. . -t
Solutia acestei ecuatii este l(t):%+Ae L,

Din conditia initiald (o+¢) =I(0-c) = R]j-i{ se obtine rezultatul
1
. Eo (Eo Eo —%t ~100t
=0 _|=0_ =12—
)=} (R R+R1je oe

Variatia curentului este reprezentata in fig. 8.3, b.

8.4. Un releu electromagnetic a carui infasurare are inductivitatea (in situatia in
care armdtura este atrasa) L=1H si rezistenfa R=50%, este legat in paralel cu un
rezistor R=200Q si este alimentat de la o sursa de t.e.m. Eg=100V, legata in serie cu
un rezistor R=60Q, Fig. 8.4. Sa se determine dupa cat timp de la decuplarea de la

sursda va incepe sa fie eliberata armatura mobila a releului, stiind ca acest fapt se
petrece in momentul in care intensitatea curentului din infasurarea releului scade la
valoarea 15 =0,2A.

Dupa decuplarea de la sursa, curentul din infasurarea releului scade exponential,
_t
ir (l‘ ) =Ae 7,

L . o 9 .
unde T =——+— este constanta de timp a circuitului de descarcare a energiei
R+R,
acumulate in cimpul magnetic al bobinei L a releului.

Conditia initiala este urmatoarea:

it (0ve) =00 =—— 2% .
0+g) — 4 0-¢) — . - .
R+ RR, R+R, R+R1+RR1
R+R, Ry
Rezulta valoarea curentului
_t
l.(l‘):LRRG T :0,8'6_250t
R+R; +—1
Rp

K .
Sroll

«(D

o

Fig. 8.4.
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Releul va declansa la momentul

Eo

. RR;
R+R
ld( + 1+Rp j

ti=tln =5,55ms

5. Pentru a limita supratensiunea care apare la bornele unei bobine la
intreruperea curentului, fig. 8.5, in paralel cu ea se leaga un rezistor R, Sa se
determine variatia in timp a tensiunii la bornele bobinei, in situatia simplificata §i
totodata cea mai defavorabila, in care se neglijeaza arcul electric care se formeaza
intre bornele intreruptorului.

Intensitatea curentului din circuit satisface ecuatia diferentiala:

di -
La+(R+Rp)1—0

E
Solutia acestei ecuatii, cu conditia initiala i(0 +&)=i(0—¢)= ?0 este

Fig. 8.5.

Tensiunea la bornele bobinei este:

t

Rt
_ : — p T
u, (1) =R, i(0) = -~
Supratensiunea maxima se produce in momentul decuplarii i are valoarea:

u,(0) _R

S
E R

0

R
Aceasta tensiune este cu atdt mai micd, cu cat raportul ?p este mai mic.

Valoarea rezistentei R, nu poate fi Insd micsoratd prea mult deoarece cresc pierderile in
regim permanent.
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PARTEA A II-A
LUCRARI PRACTICE DE LABORATOR

Lucrarea nr.1

DETERMINAREA CARACTERISTICILOR
DE MAGNETIZARE ALE MATERIALELOR
FEROMAGNETICE

1. CONSIDERATII TEORETICE

Materialele feromagnetice sunt o categorie aparte de materiale magnetice care
au proprietatea de a se magnetiza puternic cand sunt introduse in campuri magnetice.
In general, starea de magnetizare a substantelor este caracterizatd de marimea

vectoriald M, numitd magnetizatie. Magnetizarea corpurilor poate fi temporard sau
permanenta, dupda cum starea lor de magnetizare este conditionatd, respectiv
independenta, de prezenta unui cAmp magnetic din exterior.

Vectorul magnetizatie are douda componente:

M=M, +M, (L1.1)

unde M, este magnetizafia temporara, iar M, — magnetizafia permanenta

Pentru materialele magnetice liniare exista legea de material

M, =y, H (L1.2)
numitd legea magnetizatiei temporare, n care:
— %, este o marime de material (adimensionald), numita susceptivitate magnetica;

— H este intensitatea campului magnetic.

Susceptivitatea magnetica poate avea valori pozitive — pentru materialele numite
paramagnetice, sau negative — pentru materialele numite diamagnetice.

La materialele magnetice neliniare, magnetizatia temporara depinde de
intensitatea campului magnetic si dependenta M;(H) este neliniard, nemaiputand fi
scrisd sub forma (L1.2). Cu exceptia materialelor feromagnetice, pentru care suscepti-
vitatea magnetica are valori foarte mari (102 + 105), pentru restul materialelor aceasta
are valori foarte mici, negative sau pozitive, foarte apropiate de zero.

In general, pentru cAmpul electromagnetic este satisficuti relatia vectoriald

B=p,H+M, (L1.3)

numitd legea legaturii dintre inductie B, intensitate H §i magnetizatie M 1n camp
magnetic.
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Pentru medii lipsite de magnetizare permanentd (M, = 0, M = M), {inand cont
de relatia (L1.2), relatia (L1.3) devine

B =y (1+y,,)H=popH=pH (L1.4)

in care: p, =4n-107 H/m este permeabilitatea magneticd a vidului;
ur =147y, =p/p, este permeabilitatea magnetica relativa;
L este permeabilitatea magnetica absoluta.

Magnetizarea materialelor feromagnetice depinde de compozitia chimica, de
modul de prelucrare mecanica, de tratamentul termic aplicat si de starea de magnetizare
anterioara.

Curbele care prezinta grafic variaia inductiei magnetice sau magnetizatiei in
functie de intensitatea campului magnetic se numesc curbe de magnetizare sau
caracteristici de magnetizare: B =B(H), respectiv M = M(H).

Principalele caracteristici ale materialelor feromagnetice sunt:

a) caracteristica de primd magnetizare B(H);
b) ciclul de magnetizare B(H);

c) variatia permeabilitatii magnetice cu intensitatea campului p(H).

BA B BY B
: I ’/ st
: : P, I/ Wd
o )

/ / ) \
! il . :
lfo'@'® H of Ja i 0 H
a) b) c)

Fig. L1.1. Caracteristicile materialelor feromagnetice: a) caracteristica de prima magnetizare;
b) explicativa pentru permeabilitati; ¢) caracteristicile pg(H) si pq(H).

Caracteristica de primd magnetizare (fig. L1.1,a) reprezintd curba de variatie a
inductiei magnetice B cu intensitatea cAmpului H pentru o proba de material care nu a
mai fost magnetizatd sau care, initial, a fost demagnetizata. Curba este neliniard si
prezinta trei zone principale:

@ - zona magnetizarii initiale
@ - zona magnetizarii liniare;
® - zona de saturatie.

Permeabilitatea magneticd a substantelor feromagnetice este dependentd de
intensitatea campului magnetic: u = f(H). Pentru fiecare punct de pe caracteristica

B(H), figura L1.1,b), se definesc:

B
- permeabilitatea magnetica statica Ust = q =tga; (L1.5)
e . . dB
- permeabilitatea magnetica dinamica p\d = & =tgf. (L1.6)
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Variatia acestor permeabilitati cu intensitatea cdmpului magnetic H se prezinta
in figura L1.1,c).

Daca dupa parcurgerea curbei de prima magnetizare se scade strict monoton
intensitatea campului magnetic H, punctul de functionare se deplaseazd pe o curba
situatd deasupra celei de prima magnetizare si la anularea campului magnetic, inductia
magneticd are o valoare nenuld B, numitd inductie magnetica remanenta (fig. L1.2).
Inversand sensul cdmpului magnetic, inductia scade si se anuleaza pentru o valoare a
intensitatii cAmpului magnetic H,, numit cdmp coercitiv. In continuare se parcurge

curba inchisa —H., —Bg, —By, +H¢, +Bg, numitad ciclu de magnetizare sau ciclu de
histerezis magnetic.

Ciclul de magnetizare obtinut dupa parcurgerea in prealabil a curbei de prima
magnetizare si care corespunde la doua valori de semne opuse ale inductiei magnetice
de saturatie, +Bs, se numeste ciclu fundamental sau ciclu limita de magnetizare,
respectiv ciclu fundamental de histerezis.

Oricare din ciclurile care se obtin in aceleasi conditii, dar intre valori ale
inductiei magnetice mai mici decét cea de saturatie B, se numesc cicluri partiale si sunt
cuprinse in interiorul ciclului fundamental, cu varfurile pe curba de primd magnetizare.

Experimental se dovedeste cd aria ciclului fundamental de magnetizare este
proportionald pierderea de energie in unitatea de volum pentru magnetizarea
materialului la parcurgerea unui ciclu de magnetizare.

B Ciclul limita
Mat. mag. moi

Mat. mag. dure

Fig. L1.2. Fig. L1.3.

Din punct de vedere a intensitatii cimpului coercitiv, materialele feromagnetice
se impart in doua categorii:

O Materialele magnetice moi — au campul coercitiv mic (He < 100A/m), ciclul
de histerezis ingust (fig. 3), prezinta pierderi mici de magnetizare si se utilizeaza pentru
confectionarea circuitelor magnetice ale transformatoarelor si masinilor electrice. Din
aceasta categorie fac parte: fierul pur, otelul moale, aliajele fier — siliciu, fonta alba,
cenusie, maleabila, etc.

© Materialele magnetice dure — au valori mari ale cdmpului coercitiv (He >
4000A/m), ciclul de histerezis dreptunghiular, cu valori mari ale inductiei remanente si
se utilizeazd pentru confectionarea magnetilor permanenti. Din aceasta categorie fac
parte: aliajele fier-cobalt, molibdenul, nichelul, etc.
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2. PRINCIPIUL METODEI

In scopul determinarii caracteristicilor de magnetizare se foloseste un cadru
dreptunghiular (cadrul Epstein) constituit din bobine in interiorul carora se se realizeaza
un miez din tolele materialului feromagnetic de studiat. Una din bobine, cu N; spire, se
alege ca infasurare primara (de magnetizare), iar alta, cu N, spire, infasurare secundara.
Cu dispozitivul astfel construit, cu schema de principiu din fig. L1.4,a), se poate trasa
prin puncte caracteristica fundamentala de magnetizare (curba de primd magnetizare din
cadranul I) pe care sunt situate varfurile ciclurilor partiale in c.a. (fig. L1.4.b).

¢ B
//___\_*____\\
— | °
iy ! 5
= Nl‘* N2¢)I/, U e,max{—>——— |
\'\ 3
*-— I\\ ‘/,r — i
___________ 4 |
lm 0 He,max H
a) b)
Fig. L1.4.

Intensitatea campului magnetic H este determinatd prin valoarea maximad a
campului sinusoidal echivalent Hmax ce se calculeazd pe baza legii circuitului magnetic
cu relatia

H = He max = =Kul, (L1.7)

in care:
I —valoarea efectiva a intensitatii curentului de magnetizare,
Im — lungimea medie a unei linii de camp,
N;— numarul de spire.
Inductia magnetica in miez B, corespunzdtoare campului magnetic H, este
calculata conform legii inductiei electromagnetice cu relatia

J2u

B=B.,... =————=K3U, L1.8
, NS K (L1.8)

in care:

U — valoarea efectiva a tensiunii masurata la bornele infasurarii cu N, spire,

o =2nf — pulsatia, f= 50Hz fiind frecventa tensiunii retelei de alimentare,

S — aria efectiva a sectiunii transversale a miezului feromagnetic, S = N-Soj3, in
care N este numarul de tole si S5 este aria sectiunii unei tole.
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3.MODUL DE LUCRU

3.1. Trasarea prin puncte a caracteristicii de magnetizare

Se realizeaza montajul din figura L1.5 pentru trasarea caracteristicilor B(H) si
pn(H) in curent alternativ. Se creste strict monoton tensiunea de la autotransformatorul
reglabil ATR si se citesc valorile curentului indicat de ampermetrul A si tensiunea U
indicata de voltmetrul V. Datele se trec in tabelul L1.1.

I — 11—
i ME v Y
) ATR )
Fig. L1.5.
Tabelul L1.1.
ray
uivy (e
H[Am | | | ...
BT | | .
w[Hm] { | | ]

3.2. Vizualizarea pe osciloscop a caracteristicii de magnetizare

Ciclul de magnetizare dinamic (in curent alternativ) poate fi vizualizat pe
ecranul osciloscopului, realizdnd un montaj ca cel din figura L.1.6.

a

a

[1]]

Semnalul uy pentru deflexia pe orizontald a spotului osciloscopului catodic este
luat de pe un rezistor, suntul S, astfel ca deviatia spotului pe orizontala (axa x) este
proportionald cu intensitatea instantanee a curentului prin bobina de magnetizare si deci,
conform relatiei (L1.7), proportionald cu intensitatea campului magnetic H.
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In circuitul secundar a dispozitivului se conecteaza un circuit de integrare CI, de
tip RC, care realizeazd integrarea in timp a tensiunii induse, obtinandu-se astfel un
semnal uy proportional in valoare instantanee cu inductia magneticd B, care se aplicd
placilor de deflexie pe verticald ale osciloscopului. In acest fel, deviatia spotului pe
verticald (axa y) este in orice moment proporfionald cu inductia magnetica din miez.

Se vizualizeazd ciclurile obtinute pornind de la valori reduse ale curentului
(ciclurile partiale), pana la valori ale curentului pentru care se obtine ciclul limitd, cand
inductia magnetica ajunge la valoarea de saturatie.

4. PRELUCRAREA REZULTATELOR

Se calculeaza intensitatea campului H, inductia magnetica B si permeabilitatea
magnetica statica p, astfel:

- se calculeaza constantele Ky si Kg din relatiile (L1.7) si (L1.8) pentru
circuitul magnetic utilizat;

- pentru fiecare valoare masurata a curentului si tensiunii din tabelul L1.1, se
calculeaza valorile intensitatii si inductiei magnetice cu relatiile (L1.7),
respectiv (L1.8)

- se determind pentru fiecare punct valoarea permeabilitafii magnetice cu
relatia (L1.5).

Se traseaza grafic, prin puncte, la scard, curba de magnetizare B(H) si curba de
variatie a permeabilitdfii magnetice W(H) cu valorile calculate din tabelul L1.1.

Se deseneaza in referat cateva dintre ciclurile de magnetizare vizualizate pe
ecranul osciloscopului.
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Lucrarea nr. 2

CARACTERISTICILE BOBINEI NELINIARE

1. CONSIDERATII TEORETICE

Bobina neliniara (bobina cu miez feromegnetic) este caracterizata prin faptul
ca, atat caracteristicile n valori instantanee, cat si cele in valori efective, B(H) sau (i),
sunt neliniare; aceasta inseamna ca daca semnalul de excitatie este sinusoidal, semnalul
raspuns este periodic si nesinusoidal, avand un anumit continut de armonici; dependen-
ta dintre valorile efective ale celor doua semnale este neliniara.

Cel mai general circuit cu bobind neliniara, redat in figura L2.1, confine
rezistenta r ce include si rezistenta de pierderi a bobinei cu miez feromagnetic
(rezistentd considerata liniard). Pentru analiza acestui circuit se aplica teorema de
tensiuni a lui Kirchhoff si rezulta ecuatia

) r u=r-i+ug (L2.1)
L in care,
_dy
u U Ur, —E (L22)

este caderea inductiva de tensiune, iar y =y(7) este fluxul

magnetic al bobinei, dependent neliniar de curent. Rezulta

Fig. L2.1. ca functionarea circuitului este caracterizatd de o ecuatie

diferentiald neliniara de ordinul intai, (L2.1), a carei

integrare este suficient de dificila, avand in vedere caracteristica (i) neliniard. Din
acest motiv se considerd urmatoarele doud cazuri simplificatoare.

@ Daca rezistenta bobinei este foarte mica si poate fi neglijata, r~0, rezulta ca

u~u; =dy/dtsi daca tensiunea u este sinusoidala si fluxul magnetic in miez v este tot

sinusoidal dar, deoarece caracteristica bobinei (i) este neliniard, curentul i rezulta
periodic si nesinusoidal, asa cum se vede pe constructia grafica din fig. L2.2. Curba
curentului fiind alternativ simetrica, descompunerea in serie Fourier a acestuia contine
numai armonicile impare in sinus:

i)=Y Inasin[(2k + Dot + @], (L2.3)
k=0

in care Iymok+1 este amplitudinea armonicii de ordinal 2k+1 (k =0, 1, 2, ...) a curentului.
@ Daca rezistenta bobinei este foarte mare, astfel ca r-i>>u;si se poate
considera u = r-i , rezulta ca, daca tensiunea u este sinusoidala, atunci si curentul i este

tot sinusoidal; n acest caz, deoarece (i) este neliniara, fluxul magnetic in miez rezulta
periodic si nesinusoidal, asa cum se arata grafic in figura L2.3.
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In ambele cazuri, semnalul raspuns rezulta periodic si nesinusoidal, cu dubla
simetrie impard, deci contindnd numai armonici impare in sinus.

v i
/" < v
/S ;
N/ v 2 T
0/ i 0 % } t
Fig. L.2.4.
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Cand bobina neliniard este consideratd cu ]

pierderi prin histerezis, atunci, dacd fluxul magnetic

este sinusoidal, curentul prin bobina rezultd periodic

nesinusoidal, asa cum se aratd in figura L.2.4, avand

armonica trei preponderentd; de asemenea, se constatd

decalarea Tnainte a curentului fata de fluxul magnetic. 0 / I, ]
In cazul bobinei neliniare comandati in curent

continuu, caracteristica devine nesimetrica, figura L2.5.
In practici se utilizeaza bobina comandati in

schema cu doud miezuri magnetice ca in figura L2.6,a).

Fig. L2.5
i I v
o—>——___| @ 7o)
u;| Ny : N, :' Ui
[~ _—1 A
U
u _Ic/
@) — o O/IC 1
Uy | N : N, :' J/UZC
/ [~ L—T
/
a) b)
Fig. L2.6.

Deoarece unul dintre miezuri are bobina de comanda strabatuta de curentul de comanda
I. Intr-un sens, iar celdlalt miez are bobina sa de comanda strabatuta de I. in sens contrar
si, avand in vedere ca in circuitul celor doua bobine de comandad curentii sinusoidali
indusi sunt eliminati Tn mare masura (regim de magnetizare fortfata), caracteristicile
celor doua bobine pentru o anumita valoare a curentului de comanda, devin nesimetrice,
fig. L2.6,b), translatate la stdnga sau la dreapta fata de caracteristica simetricd a bobinei
necomandate (fig. L.2.2).
Ecuatiile ce se pot scrie pentru circuitul de c.a. si circuitul de comanda sunt:

d d . ~ dy
u=t+u = i+ 2= ) g = S0 (L2.4)
unde (i) este caracteristica fluxului magnetic suma in functie de curentul i;
d d . N dwy(
= =, = it = = ) w0 = 4 (L2.9)

in care yq(7) este caracteristica fluxului diferenta in functie de i.

Din rel.(L2.4) rezulta ca, daca tensiunea u de alimentare a circuitului de c.a. este
sinusoidala, deci si (i) este tot sinusoidal, atunci forma si continutul de armonici al
curentului i depind de forma caracteristicii (i) care este obtinuta grafic in figura L2.7.
Se observa ca aceastd caracteristicd a devenit simetricd si, deoarece simetria este
impara, rezulta ca in toate circuitele in care bobinele sunt conectate in serie aditional
(asa cum este circuitul bobinelor Ny), curentul este periodic nesinusoidal, avand numai
armonici impare; dintre acestea, armonica fundamentald are amplitudinea mult mai
mare decat amplitudinile armonicilor a treia si a cincia care pot fi neglijate; deci se
poate aprecia cu o buna aproximatie ca forma curentului i este sinusoidald si de aceeasi
frecventa cu cea a tensiunii de excitatie u.
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In ce priveste circuitul de comanda, ecuatia (L2.5) arati ca tensiunea u, indusi la
bornele celor doua bobine de comanda, conectate in serie diferential, depinde ca forma a
variatiei in timp si continut de armonici de forma caracteristicii yq(i); aceasta se obgine
grafic si aratd ca in figura L2.8,a). Deoarece aceastd caracteristicd prezintd simetrie
para, rezultd ca tensiunea u. si deci curentul indus in circuitul de comanda contine
armonici pare (2, 4, ...). Dintre acestea armonica a doua are amplitudinea cu mult mai
mare, incat armonicile de rang 4, 6, etc. pot fi neglijate. Cu alte cuvinte in circuitul de
comanda, in afard curentului I. de comanda, mai circuld si un curent sinusoidal de
frecventa dubla fata de cea a tensiunii de alimentare. Amplitudinea acestui curent poate
fi atenuata cu ajutorul unei impedante inductive care are o valoare foarte mare pentru
armonica de rangul al doilea. Efectul acestui curent este opus celui de amplificare
efectuat de curentul de comanda I, incat, ideal ar fi ca acest curent de armonica a doua
sa fie atenuat total; In acest caz bobina functioneaza in regim de magnetizare fortata.

\V \V Ws(iaIC)
N

\II d(l b IC)

d(iaIc) W (i’IC)

A4
N Ve
/w/c V(i) / /\ﬁ
-1, -1. /0
0| /L I L I
\II (‘aIC)
J 4“ )]/ 4“

Fig. L2.8.
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Daca curentul de armonica a doua din circuitul de comanda este lasat sa circule,
atunci pozitia caracteristicilor yi(;,1c) si ya(i,1c) se modifica (translatie dupa axa
fluxului), fig. L2.8,b). Aceste caracteristici se obtin prin constructie grafica.

Se observda o mare diferentda intre formele acestor caracteristici si cele
corespunzatoare regimului de magnetizare fortatd si anume, lipsa neliniaritatii din
origine la (i, 1) si constanta lui ya(;, I.). In acest caz se spune cd bobina functioneaza in
regim de magnetizare libera.

Observatie. In toate cazurile analizate mai sus bobina neliniari a fost considerata
fara pierderi. In realitate bobina prezinti histerezis magnetic si toate caracteristicile (i)
sunt cu histerezis.

2. MODUL DE LUCRU

a) Se realizeaza montajul din figura L.2.9, in care R si C sunt astfel alesi incat
constituie un circuit integrator; in acest fel la placile y ale osciloscopului se aplica o
tensiune proportionala cu fluxul magnetic dintr-unul sau ambele miezuri. La placile x se
aplica o tensiune ce se culege potentiometric de pe rezistorul Ry astfel incat ea este
proportionald cu curentul i prin bobina sau bobinele de c.a. Pe ecranul osciloscopului se
obtine una sau alta dintre curbele (i) cu histerezis.

b) Se scurtcircuiteaza una din bobinele Nj si se studiazd (i), y(t) si i(t) pentru
bobina necomandata. Se vor identifica aceste caracteristici cu cele din fig. L2.3 si din
fig. L2.5. Se vor studia aceleasi caracteristici §i pentru bobina comandata (I, # 0).

¢) Se introduce in circuitul de c.a. bobina eliminatd anterior si se studiaza (i),
ya(0), (@), wa(@), w(i) st i(t) In toate cazurile prezentate pentru bobina comandata cu
doua miezuri .

Se vor desena toate curbele obfinute pe ecranul osciloscopului si se vor

consemna in referat concluziile.
o 220V, 50Hz

@) O,
Rs A] X] A2 XZ
_l INSI @ INS
L L[ &L
N =i N°E N
7] S O N 1)
F4 F U 1F3 F,
R C,
I
o 4 y
Fig. L2.9.
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Lucrarea nr. 3

BOBINA NELINIARA COMANDATA
AMPLIFICATORUL MAGNETIC

1. CONSIDERATII GENERALE

Bobina cu miez feromagnetic, figura L3.1, este un element neliniar, neinertial de
circuit a carui caracteristica esentiald este cea care reprezintd modul de variatie al
fluxuiui magnetic din miez in functie de solenatie y(0) sau de curentul i prin bobina
y(7), 6 = Ni. Aceasta caracteristica este de aceeasi

Is (T b ™ forma cu caracteristica de magnetizare B(H), figura

‘\i\. I L3.2. Daca tensiunea u ce alimenteaza bobina este

:tl: i sinusoidala, atunci conform legii inductiei electro-

U, ‘IIZNS i magnetice, atat fluxul magnetic y, cat si inductia

:t. ! magneticdi B sunt sinusoidale. Din cauza nelini-

T~ i aritatii caracteristicii y(7), curentul i prin bobina

1 ) rezultd, de aserneni periodic, dar nesinusoidal,
figura L3.2, avand armonici impare n sinus.

(e
ool
TN
ol _—
()

i =
T/8 Fo i
T/4
T/2
T
t
Fig. L3.2.
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Deci o bobind cu miez feromagnetic alimentatd cu o tensiune sinusoidald este
parcursd de un curent deformat care are drept rezultat inrdutdtirea conditiilor de
functionare ale circuitului sau retelei din care face parte.

Pentru modificarea formei si pozitiei . 5.7 0,
caracteristicii bobinei cu miez feromagnetic in s (T T ,
scopul largirii domeniului de utilizare, se ‘:. /i/ | de,
foloseste procedeul de comandd, adica introdu- — T
cerea unel solenatii suplimentare, numitd g ‘i:Ns NC:/'/:/, "
solenatie de comanda, 6. = NI, fig. L3.3. :I- +—1
Aceasta produce un cAmp magnetic suplimentar ™~ /r\—°
prin miez ¢.. Curentul de comandd poate fi > | ‘____________ y
constant sau variabil in timp, de frecventa
diferita de cea a tensiunii sinusoidale. Fig. L3.3.

In circuitele de autornatizare industrila se
foloseste cu precadere cazul cdnd comanda bobinei neliniare se face cu un curent
constant. In acest caz caracteristicile B(H) si (i) devin nesimetrice, fluxul magnetic
prin miez continand toate armonicile, ceea ce are drept consecintd existenta armonicilor
de curent in circuitul de comanda si in circuitul de curent alternativ.

v s

>
—

C

RV

_ .
i \ I
=
i

t tvty

Fig. L3.4.

Tensiunea sinusoidala ce alimenteaza circuitul de curent alternativ este de
frecventa f si suficient de micd incat, in absenta solenatiei de comandad sa nu aduca
miezul magnetic la saturatie, figura L3.4. In acest caz permeabilitatea magnetica p este
mai mare, deci si inductivitatea bobinei de curent alternativ este mare, iar curentul prin
aceastd bobina este mic, figura L.3.4, curba a.

La aplicarea solenatiei constante 6. careia 11 corespunde fluxul magnetic constant
W, acesta se adund cu fluxul altemativ y, asa cum se vede in figura L3.4, aducand
miezul magnetic In stare de saturatie; In acest fel permeabilitatea lui magnetica scade,
inductivitatea bobinei scade, iar curentul prin bobina N creste, figura L3.4, curba b. La
aceeasi amplitudine a tensiunii de alimentare, deci si a fluxului altemativ prin miez,
curentul prin circuit este mai mare cu cat solenatia de comanda este mai mare, figura
L3.4, curba c. Se constatd cd se poate obtine o variatie mai mare a curentului din
circuitul de curent aiternativ la cresteri mici ale solenatiei (curentului) de comanda.
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Aceasta este principiul de functionare al amplificatorului magnetic, putandu-se realiza
amplificarea in curent, in tensiune sau in putere, dacd in circuitul de curent alternativ se
introduce impedanta de sarcina Zs.

Prezenta armonicilor in circuitul de comanda face ca acest tip constructiv sa nu
fie utilizat practic, ci sd se recurgd la solutia constructiva cu doud miezuri magnetice
identice, pe ficare miez fiind plasate cate doua infasurari, cea de curent alternativ Ny si
cea de comanda N, figura L3.5,a). Prin conectarea bobinelor de curent alternativ in
serie aditional si a bobinelor de comanda in serie diferential, se realizeazd compensarea
armonicilor impare ale tensiunilor electromotoare induse in infdsurarea de comanda
datorita modului periodic nesinusoidal devariatie a fluxului in miez. Se poate considera
functionarea bobinei neliniare comandate in regim de magnetizare fortata.

2. CARACTERISTICILE TEHNICE ALE BOBINEI COMANDATE

Pentru bobina nehniard comandata in schemd de amplificator magnetic,
intereseaza cele doua familii de caracteristici corespunzatoare oricarui element neliniar
comandat, s1 anume: familia caracteristicilor de intrare si familia caracteristicilor de
comandd in valori efective. Familia caracteristicilor de intrare este reprezentata de
relatia Us = Uy(Ly) pentru 1. = ct., fig. L3.5,b) , iar familia caracteristicilor de comanda
este reprezentatd de relatia: I = [(Ic) pentru I, = ct., exprimate in valori efective.

Caracteristica Ug(l;) pentru I = 0, are aceeasi forma cu caracteristica de
magnetizare a bobinei neliniare fara pierderi.

I I
et = Ll U L<lo<ls
N N
[~ _—1
Uc
Us
% ® * )4
N N
, —~ —
o0——o—
a) b)

Fig. L3.5.

Caracteristicile de comanda Iy (I;) sunt simetrice, ceea ce aratd ca modul de
variatie al curentului de sarcina in raport cu curentul de comanda nu depinde de sensul
acestuia, fig. L3.6,a).

Daca se introduce o infasurare suplimentard de comanda, tot in curent continuu,
numitd infasurare de polarizare N, atunci, pentru aceeasi valoare a tensiunii de
alimantare Us se poate trasa incd o familie de caracteristici de comandd pentru diferite
valori ale curentului de polarizare I, si anume I(I.) pentru Us = ct. s1 I, = ct. Aceste
caracteristici sunt nesimetrice, fig. L.3.6,b), si se pot obtine prin translatarea la stinga
sau la dreapta a caracteristicii de comanda Iy(I.) pentru Us = ct., in functie de sensul
curentului de polarizare. Nesimetria acestei caracteristici aratd cd modul de variatie a
curentului de sarcina I depinde de sensul curentului de comanda.

- 154 -



I Is
Us
sl
_Ip Ip
USZ > Us]

I,=0

0 L 0 L
a) b)

3.MODUL DE LUCRU

1) Se efectueaza montajul din Figura L[3.7 si se traseazd familia
caracteristicilor de intrare Us = Ug(l;) pentru diferite valori mentinute
constante ale curentului de comanda. Circuitul de polarizare ramane deschis.

2) Se mentine constantd valoarea efectiva a tensiunii de alimentare U si
variind curentul de comanda I, pastrand I, = 0, se traseaza caracteristica de
comanda Iy(I;, Us=ct.).

3) Se fixeazd I, = 100mA si se traseaza caracteristica de comanda I(I., Us =

ct.), avand grija a se trasa ambele ramuri prin schimbarea sensului de
circulatie a curentului de comarida 1.

N;

1

AA A Al

N4

T Ty Y

1[[]

Fig. L3.7.
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Lucrarea nr. 4

METODE DE ANALIZA A RETELELOR
ELECTRICE LINIARE DE CURENT CONTINUU

1. CONSIDERATII TEORETICE

Analiza retelelor electrice liniare de curent continuu consta in determinarea
curentilor prin laturi sau a tensiunilor la bornele elementelor de circuit cand se dau
tensiunile electromotoare si curentii generatoarelor de tensiune, respectiv de curent si
rezistentele sau conductantele acestora si ale elementelor receptoare (rezistoarelor).

Metodele de analizd se bazeaza pe legea lui Ohm si teoremele lui Kirchhoff
pentru circuite liniare cu parametri concentrafi $i pe teorema suprapunerii efectelor
(toate elementele de circuit fiind considerate liniare).

In lucrare se studiaza teoretic si experimental trei dintre metodele de analizi a
retelelor electrice liniare de curent continuu §i anume: metoda curentilor ciclici
(independenti, de ochiuri), metoda potentialelor sau tensiunilor la noduri s1 metoda
bazata pe teorema superpozitiei (suprapunerii efectelor). Aceste metode conduc, in
cazul unor retele mai complexe, la simplificarea calculelor fata de cazul in care analiza
acestor retele s-ar efectua cu ajutorul teoremelor lui Kirchhoff.

1.1. Metoda curentilor ciclici

Metoda constd in considerarea unor curenti fictivi (de calcul), numiti curenti
ciclici, independenti sau de contur, care ar circula de-a lungul laturilor ochiurilor sau
buclelor fundamentale (independente) dupa un sens de referintd ales arbitrar pentru
fiecare ochi sau bucla. Pe baza teoremei a II-a Kirchhoff se scriu ecuatiile de ochiuri in
raport cu acesti curenti si din sistemul astfel obtinut se determina curentii ciclici.

Pentru o retea electrica cu / laturi si n noduri avem o =/ —n + 1 ochiuri indepen-
dente (fundamentale) si sistemeul de ecuatii corespunzator curentilor ciclici se scrie

RHI]’ +R121’2 +"-+leI|’( +...+R]’OI(’) = E[]]
RZlIl’ +R221£ +...+ R2kII’( +...+R2’OI(’) = E[z]

(L4.1)

RO,II{ + Ro’zlrz +...+ Ro,kllr( +...+ RO,OI(’) = E[O]

in care :
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Rum= Z R; — suma rezistentelor laturilor apatindnd ochiului [m] numita si
je[m]
rezistenta proprie a ochiului in care rezistentele Rj se iau totdeauna cu semnul
G
e R,y= Z R; — rezistenta sau suma rezistentelor laturii (laturilor) comune
jelm][k]
ochiurilor [m] s1 [k]. Rezistentele R; din aceastd suma se iau cu semnul ‘+’
sau ‘—’, dupa cum curentii ciclici ai celor doua ochiuri la care aparfin au
acelasi sens, respectiv sensuri opuse prin aceste rezistente ;
e I, — curentul ciclic al ochiului [K];
e B = Z E;— suma algebricd a tensiunilor electromotoare ale surselor de
je[m]
tensiune din laturile ochiului [m], luate cu semnul ‘+’ sau ‘-’ dupd cum
sensul lor coincide, respectiv este opus sensului de referinta al ochiului.

Prin rezolvarea sistemului de ecuatii (L4.1), de exemplu prin metoda Cramer, se
obtin valorile curentilor ciclici I, considerati:
Ao,k

A
I == B +25E, 4.+ 2K 4+ 2R, =) ok
(1 (21 F e (m] - (o]
A A A L

E[m] . k= 1, 2, ...,0 (L42)

In aceasta relatie, A este determinatul sistemului de ecuatii (L4.1), iar Ay este comple-
mentul algebric al termenului Ry, x, cu semnul corespunzator: A, = (-)™ -|Am,k| .
Curentii reali prin fiecare laturd a retelei se determind prin superpozitia

curentilor ciclici care circula prin latura respectiva. Astfel, curentul printr-o latura
oarecare j a retelei se calculeaza cu relatia:

L=>1, (L4.3)
[mej
in care semnul '€’ specifica faptul ca curentul ciclic I, circula prin latura j. Sumarea
se face algebric, curentii I, se iau cu semnul ‘+’ sau daca au acelasi sens,
respectiv dacd au sens opus sensului de referintd ales pentru curentul ;.
De exemplu, pentru refeaua electrica prezentata in figura L4.1, daca se aleg cele
trei ochiuri independente ale retelei asa cum sunt marcate pe figura, sistemul de ecuatii
corespun-zator curentilor ciclici se scrie:

[

R, I, +R,I5 +R,I5 = By
R, I +RyuI5 + R 15 = By (L4.4)
RSII; +R321; "‘RssI; =E;

Dupi determinarea curentilor ciclici I, I, 1.
1272573

prin rezolvarea acestui sistem de ecuatii, curentii
reali din laturile retelei se calculeaza astfel:

I]:I;,Izzl'z,l3:I;—I'Z,I4:I'2—I'3,
1521'3, Iezl;'lg
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1.2. Metoda potentialelor la noduri

Metoda se aplicad la nodurile retelei electrice astfel: se alege unul dintre noduri,
nod de referintd (nodul (n), de exemplu), presupus pentru simplitate de potential nul
(legat la padmant), iar potentialele celorlalte noduri in raport cu nodul de referinta, notate

! . . . .
cu Vi, k=1, 2, .., n1, se numesc potentiale sau tensiuni de noduri sau nodale. Se
demonstreaza cd in raport cu aceste potentiale raportate se poate scrie un sistem de

ecuaftii liniar independente care are urmatoarea forma generala:

G“\/]’ + G12V2’ +...+ G]ka’ +...+ Gl,n—]Vr:—] = _Isc(])

Gz]\/]’ + G22V2’ +...+ ngVk’ +...+ Gz’n,]Vn’,] = _Isc(Z)

G,‘]\/]"F G]'QVQI +...+ Gika’ +...+ Gi,n—IVn’—l = _Isc(i) (L45)

’ ’ ’ ’
GV +G Vo + 4G Ve + 4G Vi = —Ise(n-1y

In aceste ecuatii intervin conductantele laturilor (G = 1/R) si curentii de scurtcir-cuit ai
laturilor sau curentii generatoarelor de curent, astfel :

e G; = z G; — suma conductantelor laturilor j (G; = 1/R;) legate la nodul (i),
je(i)
numitd si conductanta proprie a nodului. Conductantele G; din aceasta suma
se iau totdeauna cu semnul '+';

o Gy = z G; — conductanta sau suma conductantelor laturilor j care leaga
Jje(i),(k)
nodurile (1) s1 (k) intre ele. Conductanta Gj se ia totdeauna cu semnul '—'.
e I.y=> GE;=>I; - suma algebrici a curengilor de scurtcircuit
je(i) je(i)
I, = GE; ai laturilor j legate la nodul (1) sau suma curentilor generatoarelor
de curent I legate la nodul (1). Acesti curenti se iau cu semnul "' daca sunt
orientati catre nod si cu semnul '+’ daca sunt orientati dinspre nod.

Prin curent de scurtcircuit al unei laturi, I, se E; R.
A . n o . j .
infelege curentul care se stabileste in acea laturd prin Y—@—:l_liﬂ
scurtcircuitarea bornelor acesteia, asa cum se aratd in |

figura 1.4.2,a). Este evident cd numai laturile active (cu

______ —— — — — — — 1
sursda de tensiune) au curent de scurtcircuit, sensul a) Iis=Ei/R=GjE;
acestuia fiind dat de sensul sursei de tensiune. O latura

activa cu un rezistor R; si generator ideal de tensiune E; 1,=GiE;

(fig. L4.2,a) poate fi privitd ca un generator real de R

tensiune cu rezistenta interioara egala cu rezistenta - \_/ ’_I;.
laturii. Aceasta laturd poate fi inlocuitd cu o latura activa B e N
echivalentd cu generator real de curent, avand curentul b) G=1/R;

injectat Iy egal cu curentul de scurtcircuit s1 conductanta Fig. L4.2

G; egald cu inversul rezistentel laturii:

Igj = Ijsc = GjEj, Gj Zl/Rj (flg L4.2,b).
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Prin rezolvarea sistemului de ecuatii (L4.5), de exemplu prin metoda Cramer, se
determina potentialele raportate Vy ale celor n — 1 noduri independente. Tensiunile la
bornele laturilor se pot determina prin diferenta potentialelor nodurilor, iar curentii prin
laturile retelei se determina aplicind legea conductiei electrice (legea lui Ohm
generalizatd), asa cum se aratd in figura L4.3 pentru cazul general al unei laturi de
circuit cu rezistor §i generator ideal de tensiune.

In cazul retelelor electrice complexe, \71"1‘]4:1'_1@_\.71(
calculul se simplificd daca initial se transforma (@) \__/ (k)
generatoarele de tensiune in generatoare echiva- U
lente de curent (dacd este posibil), asa cur}rll s-a U =Vi—V,
aratat mai sus. In figura L4.4, se prezinta schema '
echivalentd cu generatoare de curent a retelei Ui+E=R}l; = 1,=G;(U; +E))
considerate 1n figura L4.1. Conductantele sunt Fig. L4.3.
inversul rezistentelor, Gy = 1/Rx (k =1, 2, ..., 6),
iar generatoarele de curent echivalente sunt: I;; = GiEi, Is = G4E4. Pentru acest
exemplu, in care s-a ales nodul (4) de referinta (V4 = 0) , ecuatiile de noduri se scriu:

(G] + Gz + G3 )\/1'— Gsz' - G3V3' = Igl
_Gz\fl"i' (G2 + G4 + G5 )Vz’ - G4V3' = _Ig4 (L46)
—G3\/1'— G4V£ + (G3 + G4 + G6)V3' = Ig4

Prin rezolvarea acestui sistem de ecuaftii
(de exemplu, prin metoda Cramer) se determi-

na potentialele raportate V,, V, si V, .
Tensiunile la bornele laturilor, luate dupa
regula de la receptoare (in sensul curentilor),
se calculeaza astfel:
U, :V4_V1’ = _\/]’; U,= V]’ - Vzr; U= V]’ - Vsr;
U,=V,-V;U,=V,;U,=V,.
Curentii prin laturi se determina cu legea lui Ohm si teorema I Kirchhoft:
I =GiU; + Ig; L = GoUs s 13 = G3Us; Iy = G4Uy + 1s; Is = GsUs; Is = GeUs.

2.3. Metoda suprapunerii efectelor

Metoda se bazeazad pe teorema superpozitiei, valabila pentru circuitele electrice
liniare, conform céreia curentul printr-o laturd oarecare a unei retele electrice liniare in
care actioneaza mai multe surse de energie se obtine prin superpozitia curentilor produsi
in acea laturd de fiecare sursd in parte, dacd ar actiona singurda in circuit, efectul
celorlalte surse fiind anulat (scurtcircuitarea generatoarelor de tensiune si intreruperea
generatoarelor de curent, pastrindu-se numai rezistentele sau conductantele lor
interioare). Astfel pentru schema din figura L4.1, luata ca exemplu, metoda se aplica
considerand pe rand numai cate o singurd sursad (fig. L4.5, a si b) si calculand curentii
pentru fiecare caz in parte.

Cu una dintre metodele potrivite de calcul (bazate pe legea lui Ohm, teoremele
lui Khirchhoff, metoda curentilor ciclici, etc.) se calculeaza curentii produsi in retele de
fiecare sursa in parte si apoi curentii din laturile retelei initiale prin insumarea algebrica
(tinand cont de sensurile de referintd adoptate) a acestor curenti. Pentru exemplul
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considerat, dupa determinarea curentilor I, sil, din schemele a) si b) din figura L4.5,
curentii din schema initiala (figura L4.1) se calculeaza astfel:

" n

L=0 -1 =+ =T —T; I, =0, + 1, Iy =015 —I5; I, =15 — 1.

Fig. L4.5.

2. MODUL DE LUCRU

2.1. Calculul curentilor

in cadrul lucrarii de laborator se determind curentii prin cele trei metode pentru
o retea electrica liniard de curent continuu propusad de conducatorul lucrarii.

Calculul curentilor, poate fi efectuat usor pe calculator utilizand un program de
calcul matematic, asa cum sunt, de exemplu, programele MATCAD sau MATLAB.
Programul de calcul se simplifica mult dacd se scriu in forma matriciald ecuatiile retelei.
Pentru aceasta se construiesc matricele prezentate mai jos.

Matricea de incidenta redusa laturi-noduri [A] are n — 1 linii numerotate in
ordinea nodurilor independente si / coloane numerotate in ordinea laturilor retelei,
termenii sai avand respectiv valoarea 1 sau —1 daca latura este legata la nod si este
orientata de la nod, respectiv catre nod si valoarea 0 daca latura nu este legata la nod.

Matricea de incidenta redusa laturi-
ochiuri [B], are o linii numerotate in ordinea ()
ochiurilor independente si / coloane numerotate in
ordinea laturilor retelei, termenii sai avand
respectiv valoarea 1 sau —1 dacd latura apartine
ochiului si este orientatd in acelasi sens, respectiv
in sens opus ochiului si 0 daca latura nu apartine
ochiului.

Scrierea matricelor de incidentd se face
mai usor, pe baza grafului retelei analizate. Graful
orientat (graful curentilor) pentru schema conside-
ratd 1n aceastd lucrare (fig. L4.1), este prezentat n
figura L.4.6, iar matricele de incidenta laturi—noduri si laturi-ochiuri sunt:

Fig. L4.6.

noduri—\J/ 1 2 3 4 5 6-—laturi ochiuri—\l/ 1 2 3 4 5 6-laturi
[ ]z(l) -1 1.1 0 00 : [B]z[l] 1 0 1 0 0 1
;0 -1 0 1 1 0 210 1 -1 1 0 O
30 o0 -1 -1 0 1 370 0 0 -1 1 -1
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Matricea rezistentelor [R] si respectiv matricea conductantelor [G] sunt matrice
diagonale de ordinul /, avand pe diagonala rezistentele, respectiv conductantele laturilor
retelei. Astfel, pentru retelele echivalente din figurile L4.1 si L4.4, aceste matrice sunt:

R, 0 0 0 0 O G, 0 0 0 0 0
0OR, 0 0 0 0 0G, 0 0 0 0
0 0OR, 0 0 0], 10 0G, 0 0 0
RI=lo 0 om0 0" G156 0 06 0 0
0 0 0 0 Ry O 00 0 0 Gs 0

10 0 0 0 0 R 100 0 0 0 G|

2.1.1. Metoda curentilor ciclici in forma matriceala
Sub forma matriceala, sistemul de ecuatii (L4.1) se scrie
[R’] [I'1=[E"], (L4.7)
unde matricea [I’] este matricea coloand cu o termeni a curentilor ciclici, iar matricele
[R’] si respectiv [E’] se determina cu relagiile
[R=[BJ-{R}-[B] . [E']-[B]-[E] L418)
in care [B]' este transpusa matricei de incidents laturi-ochiuri, iar [E] este matricea

coloana cu / termeni a tensiunilor electromotoare din laturile retelei.
Matricea curentilor din laturile retelei [I], se determina cu relatia:

[1]=[B][1]=[B] -[RT"-[E] (L4.9)
2.1.2. Metoda potentialelor la noduri forma matriceala
Sub forma matriceala, sistemul de ecuatii (L4.5) se scrie
[G']-[V]=-[L]. (L4.10)
unde [V’] este matricea coloand cu n — 1 termeni a potentialelor raportate Vy, iar
matricele [G ] si respectiv [I ] se determina cu relatiile:

[G']=[A]-[G]-[A] s [t]=[A]-[G][E]. (L4.11)
Din ecuatia (1.10) se determina potentialele raportate
[V]=-[GT"[r] (1.12)
si apoi tensiunile la bornele laturilor cu relatia:
[U]=[A] [V] (1.13)

Daca pentru toate laturile retelei s-a adoptat conventia de sensuri de la
receptoare si pentru laturile cu surse de tensiune sensul curentului s-a luat in sensul
sursei ca in figura 3, curentii din laturi se determina cu relatia:

[11=[G]-([u]+[E]) (1.14)

2.2. Partea experimentala.

Dupa determinarea prin calcul a tensiunilor §i curentilor prin cele trei metode se
verifica experimental rezultatele obtinute, efectudnd practic un montaj pentru reteaua
propusd. Se masoard, in montajul realizat, tensiunile si curengii calculati anterior. Se
noteaza valorile masurate si se compard cu cele calculate, explicand eventualele
neconcordante.
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Lucrarea nr. 5

STUDIUL DIPOLULUI LINIAR PASIV
ALIMENTAT IN CURENT CONTINUU

1. CONSIDERATII TEORETICE

Un circuit cu doud borne de acces (poli), astfel incat curentul care intrd pe la una
din borne este egal cu curentul care iese pe la cealaltd borna, se numeste dipol.

Dipolul este liniar pasiv daca are in structura sa numai elemente de circuit
pasive, liniare (rezistoare liniare).

O linie de curent continuu de transport a energiei electrice sau de telecomu-
nicatii, de tensiuni relativ reduse, poate fi asimilatd cu un dipol daca se neglijeaza
curentii de pierderi prin izolatia dintre conductoarele liniei (fig. L5.1,a). O astfel de linie
poate fi modelata cu o schemad electrica cu parametri concentrafi in care rezistenfa
conductoarelor liniei omogene (circuit cu parametrii distribuiti) poate fi inlocuita prin
rezistenta

R, :2%[ (L5.1)

in care s-a notat cu: p — rezistivitatea conductoarelor,
[ — lungimea liniei,
S — sectiunea conductoarelor.

(1 1 (2)
o—— — — —————0
U, Uy R, &
!
(1) Linie de transport de c.c. (2 Receptor

Fig. L5.1. Dipolul electric: a) dipolul electric corespunzator unei linii de transport a energiei
electrice n curent continuu; b) schema echivalenta a dipolului corespunzétor liniei

Ecuatia dipolului astfel obtinut (fig. L5.1,b) este

U;=U,+ R/ (L5.2)
Presupunand ca rezistenta internd a generatorului de tensiune continud E este
neglijabild (Ry = 0), rezulta cd tensiunea la bornele de intrare U, este constanta (U; = ct.)
Marimile electrice caracteristice functionarii dipolului vor fi:
= tensiunea la receptor
U, =U;—- R I=U; - AU, (L5.3)
unde AU = U; = R;I este caderea de tensiune pe linie;
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= puterea furnizatd de generator P, = Ul;
= puterea furnizata receptorului de sarcina (puterea utild)
P,=RJ*=U,I=(U-RDI=UI-RI*=P; - AP, (L5.4)
unde AP = R/I” este puterea pierduta prin efect Joule pe conductoarele liniei;

= randamentul transmisiei de putere

_5_R—AP_U,1—R,12_ “RJI
5= p = Ul =1 U (L5.5)

Regimurile limita de functionare ale liniei sunt:

o regimul de mers in gol cand linia este deschisa, iar marimile electrice
corespunzatoare sunt: =0, AU=0,U,=U ,P1=0,P,=0,n=1;

o regimul de scurtcircuit cAnd R, = 0 (bornele 2 - 2' sunt scurtcircuitate). In
acest caz avem: curentul de scurtcircuit I, = U/R; , AU = R, = Uy, U= 0,
P=UI_=U!/R,,P,=0,1=0.

17sc

Se poate observa ca puterea transmisa receptorului are o variatie parabolica in

functie de curentul I, cu un maxim ce se obtine din conditia %:0 . Utilizand relatia
(L5.4), rezulta:
— U, _1 . _Uil2
I|P2max_ 2R1 - 2Isc sl szax - 4R[ (L56)

Transferul de putere maxima se realizeaza cand R; = Ry, deci cdnd rezistenta
receptorului de sarcina este egala cu rezistenta conductoarelor liniei.
Randamentul transmisiei de putere maxima este:

_P2max — U]2 U]2 —
n="% _4R1/2R1 =0,5. (L5.7)

Deci, indiferent de tensiunea generatorului si de rezistenta echivalenta a
dipolului, puterea maxima se transmite cu un randament de 50%.
Expresia randamentului mai poate fi scrisa:

K U, _ R
7P, U, TR, +R, 1>.8)

De aici rezulta urmatoarele situatii posibile:

= 1n cazul liniilor de transport a energiei electrice (unde curengii au valori mari)
se urmareste realizarea unui randament ridicat si deci trebuie ca R; << Rg;

= 1n cazul liniilor de telecomunicatii este necesar sa se transmita receptorului un
semnal cat mai puternic, deci sd se transmitd o putere maxima, dar cu un
randament mai mic. In acest caz, curentii avand valori relativ mici, se poate
neglija pierderea de putere pe conductoarele liniei.

Variatiile marimilor electrice considerate in functie de intensitatea curentului pe
linie sunt redate in figura L5.2.
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U,
& B AU
1 n P,
0,5 |- :
! I
0 I,/2 L
Fig. L5.2.

2. MODUL DE LUCRU

Se realizeaza un montaj conform schemei din fig. L5.3. Se fixeaza tensiunea U,
prin comutatorul sursei de alimentare de tensiune continud E la o valoare ce va ramane
constantd. Se realizeazd pe rand regimurile de mers in gol si scurtcircuit, apoi prin
modificarea rezistentei reostatului de sarcind R se studiaza variatia marimilor U,, Py,

P,, AU sin in functie de curentul de sarcind. Se acorda atentie punctului corespunzator
curentului I = I./2.

Fig. L5.3. Schema electrica a montajului.

Datele se trec in tabelul de mai jos si se traseaza pe baza lor, pe acelasi grafic (ca
cel din fig. L5.2) caracteristicile principale.

Tabelul L5.1.

I [A]

U, [V]

P] :Ul | [W]

P2 = U2 | [W]

AU :Ul -U2
P
P,

T’l:

164 -



Lucrarea nr. 6

STUDIUL EXPERIMENTAL AL TEOREMELOR
CIRCUITELOR LINIARE DE CURENT CONTINUU

I. NOTIUNI TEORETICE

1.1. Teoremele generatoarelor echivalente
de tensiune si de curent

Fiind data o retea electrica activa liniard *R,, curentul printr-o laturd pasiva
oarecare sau tensiunea la bornele acestei laturi se pot determina direct cu ajutorul
teoremei generatorului echivalent de tensiune respectiv, cu ajutorul teoremei
generatorului echivalent de curent.

Separand din reteaua datd R, latura pasiva cuprinsd intre bornele (a) si (b),

avand rezistenta Rqy (fig. L6.1,a), restul retelei R, reprezinta in raport cu aceste borne

un dipol liniar activ (DLA) care, prin transfigurare, se poate inlocui cu o laturd
echivalentd formatd dintr-un rezistor R; si un generator ideal de tensiune, cu tensiunea

electromotoare E, (fig. L6.1,b).

__________ R
| (@) ;
: Iab:
| w l
| oLay | U] Rl =
j —
a) b) c)

Fig. L6.1.

Rezistenta echivalentd a dipolului R; in raport cu bornele sale de acces (a) si (b)
se numeste si rezistenta internd a dipolului.

Tensiunea la bornele dipolului in regim de mers in gol (R, — deconectata si deci
L.b = 0) se noteaza U,y Aplicand legea lui Ohm la functionarea in gol a dipolului (in
lipsa laturii ab), rezultda Eq= U,p,.

Teorema generatorului echivalent de tensiune: orice dipol liniar activ este
echivalent cu o sursa de tensiune, avand tensiunea electromotoare E, egalda cu
tensiunea la bornele dipolului in regimul de mers in gol (Uup,) §i 0 rezistenta electrica
interna R; egala cu rezistenta echivalenta a dipolului in raport cu bornele sale de acces.

- 165 -



Rezistentele echivalente nu depind de tensiunile electromotoare i de curentii
generatoarelor de tensiune si respectiv de curent, ca urmare calculul rezistentelor
echivalente se poate efectua prin pasivizarea circuitelor. Prin pasivizarea unui circuit se
intelege anularea tensiunilor electromotoare si a curentilor generatoarelor de tensiune,
respectiv de curent, pastrand rezistentele sau conductantele acestora. In acest fel,
rezistenta echivalenta R; a dipolului reprezinta rezistenta echivalenta a retelei R,

pasivizata in raport cu bornele (a) si (b), notata R,p,:
Ri =Ry . (L6.1)

Pentru circuitul echivalent astfel obtinut, fig. L.6.2,
aplicand teorema a II-a Kirchhoff, rezulta:

(Rabo + Rab)Iab = Uabo

si deci, Rab
_ Uabo
Ly= R, +R, (L6.2)
Relatia obtinuta reprezinta teorema generatorului Fig. L6.2.

echivalent Theévenin si care se enunta astfel: intensitatea

curentului 1, printr-o latura pasiva oarecare conectata intre punctele (a) si (b) ale unei
retele active liniare este egala cu raportul dintre tensiunea Uy, la bornele (a), (b) la
mersul in gol (in lipsa laturii ab) si suma dintre rezistenta R, a laturii si rezistenta
echivalenta Ry, a retelei pasivizate intre bornele (a) si (b), in lipsa laturii ab.

Analog, inlocuind generatorul de tensiune cu un generator echivalent de curent
(fig. L6.1,c), se obtine teorema generatorului echivalent de curent: orice dipol liniar
activ este echivalent cu un generator (sursa) de curent, avand intensitatea curentului I,
egala cu intensitatea curentului debitat de dipol in regimul de scurtcircuit (bornele (a),
(b) scurtcircuitate) si o conductanta electrica interna G; egala cu conductanta
echivalenta a dipolului.

intr-adevir, la mersul in scurtcircuit (Rab = 0 si deci Uy, = 0), notand cu Ip
curentul prin latura ab cu rezistenta R, scurtcircuitatd, rezulta: I, = lapg.

Conductanta echivalenta a dipolului G se
calculeaza prin pasivizarea acestuia si reprezintd
conductanta echivalentd a retelei R, pasivizatd, in

raport cu bornele (a) si (b), notatd Gapo: Gj = Gavy.

Aplicand teorema 1 Kirchhoff circuitului din
fig. L6.3 s1 exprimand curentii pe baza legii lui Ohm,
avem

Iabsc = GabUab + Gabanba
din care rezulta:

— Iabsc
Un=g . (L6.3)

Relatia obtinuta reprezinta teorema generatorului echivalent Norton care se
enuntd astfel: tensiunea U,y la bornele (a), (b) ale unei laturi pasive oarecare a unei
retele liniare active este data de raportul dintre curentul de scurtcircuit 1., al laturii
respective (cu rezistenta scurtcircuitata) si suma dintre conductanta laturii Gup §i
conductanta echivalenta G, a retelei pasivizate intre bornele (a) si (b) in lipsa laturii.
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1.2. Teorema suprapunerii efectelor (a superpozitiei).
Teorema reciprocitatii.

Considerand o retea electrica liniarda in care actioneaza mai multe surse de
tensiune, feorema superpozitiei se enuntd astfel: curentul care se stabileste intr-o latura
oarecare a retelei este egal cu suma algebrica a curentilor produsi in acea latura de
fiecare sursa in parte daca ar actiona singura in retea, celelalte fiind scurtcircuitate
sau inlocuite cu rezistenta lor interioara (daca au rezistenta interioara diferita de zero).

Pentru demonstratie se separa laturile j si k ale retelei si se presupune ca in refea
actioneaza cate o singurd sursd de tensiune electromotoare, conectata pe rand in laturile
j sik, asa cum se arata in figura L6.4, a) si b).

CLP CLP

a) b)
Fig. L6.4.

Se aplicd teorema curentilor ciclici, alegandu-se astfel buclele fundamentale
(ochiurile independente) incat curentii reali prin laturile j si k sa fie dati numai de
curentii ciclici ai celor doud bucle la care apartin aceste laturi. Astfel, pentru schema
echivalentd din figura L6.4,a) rezulta:

R]]Ii+R121’2+ ...+R1k1{<+ ...+R]0 6:0

Rz]li +R221’2 + ... +R2kli( + ... +R20 Z) =0

(L6.4)
Riuli+Rplh+ .. +R gl +...+Ryolo =E;
Roll+Roo5+ ...+ R oIk +...+R oI5 =0
Rezolvand acest sistem de ecuatii dupa regula lui Cramer, se obfine:
Ay
q, = ' :—‘l :
Tie =l =—3"F; (L6.5)

in care A este determinantului sistemului (1.4), Ajx este complementul algebric al
termenului Rj, luat cu semnul corespunzator, Ajx = (—1)J+k| A jk| .
Aplicand acelasi procedeu pentru schema echivalentd din figura 1.4,b), rezulta:

Av:
I=1j="Ex. (L6.6)
Prin definitie,
Iy A
——S <
Gk Elno A (L6.7)
k#j

este conductanta de transfer dintre laturile j si k ale retelei, iar
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LGl Ay
Gkrﬂajd) A (L63)
#k

este conductanta de transfer dintre laturile k si j ale retelei.
Deoarece rezistentele din sistemele de ecuatii corespunzatoare metodei
curentilor ciclici satisfac condifia de reciprocitate, Ry= Ry, rezultd ca Ay = Ay si

Gix = Gy, (L6.9)

relatie ce reprezintd prima forma a teoremei reciprocitatii: conductanta de transfer
dintre laturile j si k este egala cu conductanta de transfer dintre laturile k si j.
Dacad aceeasi sursd de tensiune este plasatd pe rand in laturile j s1 k, E; = Ex = E,
rezultd in mod evident
Ijk = ij, (L6 10)

relatie ce reprezinta a doua forma a teoremei reciprocitatii: curentul stabilit intr-o latura
oarecare k a unei retele liniare de o sursa de tensiune plasata in latura j §i actionand
singura in retea, este egal cu curentul stabilit in latura j daca aceeasi sursa de tensiune
este plasata in latura k §i actioneaza singurd in retea.

Conform teoremei superpozitiei, curentul dintr-o laturd oarecare a unei retele
active liniare poate fi calculat cu relatia

lE lE
=) Ty=) GiEx, j=1.2, ..., (L6.11)
k=1 k=1

unde / este numarul de laturi ale retelei, iar /g este numarul laturilor cu surse de t.e.m.
Calculul curentilor electrici din laturile unui retele active liniare folosind
conductantele de transfer dintre laturi se numeste metoda conductantelor de transfer.

II. STUDIUL EXPERIMENTAL

Schema electricd a circuitului propus pentru studiul experimental al
teoremelor circuitelor electrice liniare de c.c. este data in figura L6.5.

—Rs ()
I,
R,
(d
Fig. L6.5.

Se realizeazd montajul electric si se noteaza valorile masurate ale curentilor din
laturile circuitului: Iy, I, I3 si I4. Curentul Is se determina prin calcul, aplicand teorema a
I-a Kirchoff, Is = I; — I5. Valorile curentilor masurati se iau cu semnul corespunzator
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fatd de sensurile de referinta considerate pe schema circuitului. Cu un voltmetru se
masoara tensiunea la bornele rezistorului Rs, respectiv tensiunea Uy

Teoremele generatoarelor echivalente de tensiune si de curent se aplica
pentru determinarea curentului Is si respectiv a tensiunii U,y la bornele rezistorului Rs.
Se elimina rezistenta Rs, asa cum se aratd in figura L6.6,a) si se masoard, pe rand, cu un
voltmetru tensiunea U, $1 respectiv cu un ampermetru, curentul de scurtcircit L.

(a),’ﬁa O @) Ru (D)

E] 1 E2
- Rs R4 R; R4

R] R2 R] Rg

) b
Fig. L6.6.

Pastrand valorile rezistentelor rezistoarelor nemodificate, se elimina sursele de
tensiune din circuit ca in fig. L.6.6, b) si se determind prin masurare, fie cu un ohmetru,
fie prin metoda voltampermetrica, rezistenta echivalenta a retelei pasivizate R,y, in lipsa
laturii ab (a rezistentei Rs). Se mdsoard, de asemenea, rezistentele rezistoarelor dupa
desfacerea legaturilor electrice dintre acestea.

Cu relatiile (L6.2) sirespectiv (L6.3), se calculeaza curentul prin latura 5, Is = Ly
si respectiv tensiunea la bornele rezistorului Rs, Us = U,,. Datele se trec in tabelul L6.1.

Tabelul L6.1.

Il I2 I3 I4 IS (Iab) Uab Rl R2 R3 R4 RS Uab() Rab() Iabsc
[A] | [A] [ [AT | [AT] [AT | V] | [Q] | [Q] | [Q] | [Q] | [Q] | [V] ][] ] [A]

Valori
masurate

Valori
calculate

Verificarea teoremei reciprocitatii se face pentru acelesi montaj cu schema
electrica din figura L6.1 in care se masoara curentul prin latura 2, I}, produs de sursa de
tensiune E; situatd in latura 1 si actionand singurd in retea. Se muta sursa de tensiune E;
in latura 2, se fixeaza aceeasi tensiune la bornele acesteia ca in cazul anterior si se
masoara curentul produs in latura 1, I;. Se verifica egalitatea I1; = I»;.

Teorema suprapunerii efectelor sau a superpozitiei se verificd realizand
succesiv montajele din figura L6.7, a) si b) in care se pastreaza valorile rezistentelor
rezistoarelor si a tensiunilor la bornele surselor de tensiune E; si E, pentru care s-au
madsurat curentii din schema completa, dati in tabelul L6.1.

Se masoard curentii din cele doud circuite si valorile acestora se trec in tabelul
L6.2. Pe baza valorilor masurate se determina curentii din retea cu relatiile:

L=Ii—-Li;L=—-lnotLy Lh=ls—In la=Lut L Is =115 — L. (L6.12)
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Tabelul L6.2.

Ill I12 Il3 Il4 IlS I21 I22 I23 I24 125 Il I2 I3 I4 IS
[A] | [A] | [AT | [A] | [A] | [A] | [A] | [A] | [A] | [A] | [A] | [A]] [A] ] [A] ] [A]

Valori
masurate

Valori
calculate

Continutul referatului.

1. Referatul trebuie sd contind tabelele L6.1 si L6.2 completate cu marimile
determinate in doud moduri: pe baza mdsurdtorilor efectuate (*“valori
madsurate”) si prin calcul (“valori caculate”), cunoscindu-se rezistentele
rezistoarelor si tensiunile la bornele surselor de alimentare.

2. Toate calculele efectuate se vor prezenta in detaliu in referat.

3. Se vor prezenta concluziile ce se pot trage din analiza comparatd a
rezultatelor obtinute experimental si a celor obtinute prin calcul.
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Lucrarea nr. 7

STUDIUL CUADRIPOLULUI LINIAR PASIV
ALIMENTAT IN CURENT CONTINUU

1. NOTIUNI TEORETICE

Un cuadripol pasiv este o retea electrica cu patru borne de acces, ale carei laturi
nu contin surse de energie — generatoare de tensiune sau de curent. Un cuadripol poate fi
o retea neizolata sau o parte dintr-o retea complexa izolata.

In lucrare se studiazd cazul cuadripolului liniar pasiv (alcituit exclusiv din
elemente pasive liniare), avand cele patru borne grupate in doud porti — cuadripolul
diport, asa cum se aratd in figura L7.1: o poarta de intrare sau primard (1) — (1') sio
poarta de iesire sau secundard (2) — (2'). Cuadripolul functioneazd in curent continuu
dacd tensiunea de alimentare, adica tensiunea U, aplicatd la poarta de intrare, este o
tensiune continua.

I I 2)
(1)0—1>— 2 O
RN CUADRIPOL 7N
Uil [1] } | LINIARPASIV | { [2] }|U, R,
\\\__/// (CLP) \\\__///
(1) o— o
29
Fig. L7.1.

In figura L7.1 s-au notat cu:

U, —tensiunea de alimentare sau primara, aplicata la bornele de intrare (1) —(1');
U,— tensiunea de iesire sau secundara, la bornele de iesire (2) — (2');

I; — curentul de intrare sau primar, absorbit pe la bornele de intrare;

I, — curentul de iesire sau secundar, debitat pe la bornele de iesire;

R, — rezistorul conectat la bornele secundare (rezistor de sarcind) a cuadripolului

Se observa ca dintre cele patru variabile U;, Uy, I; si I, ce caracterizeaza
interactiunea cuadripolului cu exteriorul, numai doud sunt independente din punctul de
vedere al structurii interioare a cuadripolului. Daca circuitul din figura L7.1 se rezolva
in raport cu curentii I; si I, aplicind metoda curentilor ciclici si alegand ochiurile
independente astfel incat acesti curenti sd coincida cu curentii ciclici ai ochiurilor la
care apartin, respectiv ochiurile [1] si[2], se obfine urmatorul sistem de ecuatii:
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R, L+R,L+..+R, I =U

1272 lovo 1

R, +R,I,+..+R, I,=-U, wL7.1)

R, L +R,L+..+R_I =0

ol™1 0272

unde R;; este rezistenta de intrare, iar Ry, rezistenta de iesire a cuadripolului.
Rezolvand sistemul de ecuatii (L7.1) in raport cu marimile de la intrare U; si [
functie de marimile de la iesire U, si I, se obtine

Ay A
U, =| - U, 2| — |- 1
‘ ( Alz) ’ (An) ’

_A]]AZZ _AIZAZI ) (A]] )
I = U, = 2L .1
: ( A'A]z 2 A]2 ?

(L7.2)

in care A este determinantul coeficientilor sistemului (L7.1), iar Ay (j, k = 1,2) sunt
minorii coeficientilor Rjx corespunzatori din A.

Daca introducem notatiile

_Ax :A”,—A:A]z, _Au

A A AA, B Az

:A22,

ecuatiile cuadripolului liniar pasiv alimentat in sens direct se scriu sub forma
{U] =AU, +ApDL

(L7.3)
I =AU, +Ax»D

Aceste ecuatii se numesc ecuatiile fundamentale sau de transfer ale
cuadripolului liniar pasiv, iar parametrii A, A, A, siA,, se numesc parametrii

fundamentali sau constantele cuadripolului, depinzand numai de parametrii acestuia. La
cuadripolii liniari s1 pasivi, parametrii fundamentali satisfac urmatoarea relatie

A11A22 _A12A21 =1 (L7-4)

numitd conditia de reciprocitate.

Din punct de vedere al dimensiunilor, parametrii A;; si Ay, sunt adimensionali,
A, este o rezistentd, Ay o conductantd. Acesti parametri pot fi explicitati din sistemul
de ecuatii (L7.3) si au urmatoarea semnificatie:

a A= g—; Lo — raportul de transformare al tensiunilor la functionarea in gol;
a A, = [IJ_;U . — rezistenta de transfer la functionarea in scurtcircuit;
=
a A, = [Ij_]z o — conductanta de transfer la functionarea in gol;
Ua,= II]zU . — raportul de transformare al curentilor la functionarea in
-

scurtcircuit.
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2. DETERMINAREA CONSTANTELOR CUADRIPOLULUI

2.1. Incerciiri experimentale pentru calculul
constantelor cuadripolului

Constantele cuadripolului se pot determina experimental folosind incercarile la
gol si in scurtcircuit ale cuadripolului dat. Aceste incercari se pot efectua atat in
conexiune directd, cu alimentare pe la bornele primare (1) —(1'), cat si in conexiunea
inversa, cu alimentare pe la bornele secundare (2)—(2").

@ [ncercarea in gol cu alimentare pe la bornele primare. Bornele secundare
fiind 1n gol, I, = 0, se noteaza U; = Uy, I; =119, Uy = Uy si din sistemul (L7.3) rezulta

Un _ An

Re = - )
YT e T Ay

(L7.5)

numita rezistenta echivalenta de intrare la functionarea in gol.

@® [ncercarea la scurtcircuit cu alimentare pe la bornele primare. Bornele
secundare (2) — (2') sunt scurtcircuitate si U, = 0. Se noteaza U; = Uy, [} = Lige, 1o = Iase
si din sistemul (L7.3) rezulta
Uie _ Ap

Re]sc = = >
Ilsc A22

(L7.6)

numita rezistenta echivalenta de intrare la functionarea in scurtcircuit.

®© [ncercarea in gol cu alimentare pe la bornele secundare. Se lasi bornele
secundare in gol, I} = 0, si se aplica tensiune de la sursa de alimentare la bornele
secundare (2) — (2'). Se noteaza astfel: U} = Ujy, Uy = Ud si I = Iy. Din cea de-a
doua ecuatie a sistemului (L7.3), pentru I; = 0, rezulta rezistenta echivalenta de intrare

Uy A

Rep =522 =222
» 12() A2]

(L7.7)

O Incercarea la scurtcircuit cu alimentare pe la bornele secundare. Bornele
primare se scurtcircuiteaza, astfel cd U; = 0 si la bornele secundare se aplica tensiunea

U, =U) astfel incat I, = I’ = I;,. Rezistenta echivalenti de intrare la bornele secundare
in acest caz se deduce din prima ecuatie din (L7.3) pentru U; = 0. Rezulta astfel:

U’25c A]2
Rerse = = . L7.8
’ I’25c A]I ( )
Rezolvand sistemul format de ecuatiile (L7.5), ..., (L7.8), obtinute din

incercarile la gol si 1n scurtcircuit, la care se adauga conditia de reciprocitate (L7.4), se
obtin urmatoarele expresii pentru parametrii fundamentali ai cuadripolului liniar pasiv:

Re]O , A]2 :\/ ReZO Relsc ,
\/ReZO (Relo _Re]sc) (ReIO _Re]sc)

1 ReZO
An = ; Ap = [
; \/Rezo(Relo —Reise ) . (Reio —Ree)

A]I =

(L7.9)
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2.2. Modul de lucru

In laborator incercarile se fac cu un cuadripol in " T" realizat cu rezistoare ca in
figura L7.2.

s () T L2 () _n n_ () .
I3 K K I3
(2) (1) (2) _
g O— O
a) b)

Fig. L7.2. Schemele de montaj pentru incercarile cuadripolului la gol si in scurtcircuit:
a) cu alimentare pe la bornele primare; b) cu alimentare pe la bornele secundare.

1. Se fac pe rand montajele din figura L7.2 care se alimenteazd de la o sursd
reglabila de tensiune continua

2. Se fac incercarile la gol si la scurtcircuit alimentand cuadripolul intai pe la
bornele primare (1)—(1"), fig. 2,a) si apoi pe la bornele secundare (2)—(2"), fig. L7.2,b).

3. Cu ajutorul voltmetrului si al ampermetrului se citesc: Ui, Lo, Uise, Lise $1
respectiv Us, 5, U, Lo -

4. Utilizand relatiile (5), ..., (8) se calculeaza marimile R, Reise, Re2o $1 R e2sc

si apoi cu relatiile (L7.9) se calculeaza parametrii fundamentali ai cuadripolului.
5. Se masoara cu un ohmetru valorile rezistentelor rj, r, sir3;. Avand relatiile

A :1+(r—]j, Ap =1n+n +I'](r—2j, A :L, Axn :1+(r_2] (L710)
I3 I3 I3 I3

se verifica si1 in acest mod valorile parametrilor fundamentali determinati anterior.

3. STUDIUL REGIMULUI DE INCARCARE
A CUADRIPOLULUI LINIAR PASIV iN C.C.

3.1. Determinarea regimului de functionare in sarcina a cuadripolului
\ liniar pe baza principiului suprapunerii efectelor.

Daca privim ecuatiile cuadripolului (L7.3), vom observa ca valorile tensiunii U,
si ale curentul I; sunt proportionale cu valorile tensiunii U, si respectiv curentului I,.
Daca regimul normal de incarcare a unui cuadripol este caracterizat de tensiunea U, §i
curentul de sarcind I,, se pune problema sa obfinem acest regim prin suprapunerea a
doua regimuri de functionare, diferite de cel normal i anume: un regim de functionare
la gol s1 unul la scurtcircuit.

La incercarea in gol se alimenteaza cu tensiune variabild pe la bornele (1) —(1')
si se determind valoarea tensiunii Ujo si curentul I;o pentru care Uy = U, = Uy, I, = 0.
In acest caz ecuatiile (L7.3) ale cuadripolului devin:

{U]O :A]IUZ

(L7.11)
I]O :AZIUZ
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In mod similar se efectueaza incercarea la scurtcircuit si se determind valoarea
tensiunii Ujg s1 curentul I pentru care I = I, = Irp, U, = 0. In acest caz ecuatiile
(L7.3) ale cuadripolului devin:

Uie = Al
{ e (L7.12)

Ilsc = A2212

Din relatiile (L7.11) si (L7.12) se obtine regimul nominal de functionare al
cuadripolului caracterizat de ecuatiile obtinute prin suprapunerea efectelor:

U; = Uy + Ui
(L7.13)
I =1 + L

Se observa ca regimul de functionare normala, in sarcind, a cuadripolului poate
f1 obtinut prin suprapunerea a doud regimuri limitd de functionare: unul de mers in gol
si altul de scurtcircuit. In practicd este foarte important acest lucru, deoarece o mare
parte din circuitele proiectate pentru alimentarea consumatorilor (retele, transforma-
toare) nu pot fi incdrcate la sarcina nominald, ci se incearcd la gol si la scurtcircuit,
urmand ca aplicarea suprapunerii efectelor sa duca la concluziile ce caracterizeaza
regimul normal de lucru.

3.2. Modul de lucru

Se executd montajul pentru incercarea in sarcind a cuadripolului din figura L7.3.

Fig. L7.3. Schema de montaj pentru incercarea in sarcind a cuadripolului

Cu rezistorul de sarcind R, conectat la iesire, se alimenteazd cuadripolul cu
tensiune reglabila prin intermediul rezistorului R in montaj potentiometric.

1) Se stabileste un regim normal de lucru pentru o anumita valoare a rezistentei
rezistorului de sarcind R, si se noteaza valorile marimilor U, I;, U, si I,
indicate de aparatele de masura.

2) Se fac apoi incercdrile la gol si la scurtcircuit, alimentdnd cu tensiune
crescatoare pe la bornele (1) —(1') pana cand se obtine U,y = U, si respectiv
I = I,. Se noteazd pentru fiecare incercare in parte valorile Ui, ;o si
respectiv Uy, I1sc indicate de aparatele de masura.

3) Se verificd pentru cateva regimuri de incarcare daca se indeplinesc relagiile
Ui=Upo+ Ui s1 Ii=Tio+ e,

adica se verifica principiul suprapunerii efectelor.
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Lucrarea nr. 8

STUDIUL CIRCUITELOR NELINIARE
DE CURENT CONTINUU

1. CONSIDERATII TEORETICE
1.1. Rezistoare neliniare

Un circuit este neliniar dacd contine cel putin un element de circuit (rezistor)
neliniar. Prin caracteristica tensiune — curent sau volt—amper (V — A) a unui element de
circuit (rezistor, sursa, etc.) se intelege dependenta dintre tensiunea u la borne si
intensitatea curentului i care-1 strabate, u = u(i). Caracteristicile tensiune — curent pot fi
liniare (fig. L8.1,a) sau neliniare (fig. L8.1,b), dupd cum elementele de circuit respective
satisfac sau nu legea lui Ohm. Corespunzator, si elementele de circuit se Tmpart in
liniare si neliniare.

u
u L B S
R0 Ra<0 IAM P
A
0 i 0 ' /4{ Il
a) b) 0 i
Fig. L8.1. Fig. L8.2.

Pe baza caracteristicii tensiune — curent, pentru elementele de circuit neliniare
(rezistoare) se definesc, pentru fiecare punct de functionare, o rezistenta staticd si una
dinamica (fig. L8.2):

— rezistenta staticd

R, =R=2=ktgo, (L8.1)
i
— rezistenta dinamica (diferentiala)
Au  du

R,=1lm —=—=kt L8.2
d Aiss0 Al dl S gB ( )

. : Su(V/mm)
care este proportionald cu panta tangentei. S-a notat cu k¢ =———= raportul

Si (A /mm)

scarilor grafice pentru u sii.
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Atat rezistenta staticd Ry, cat si cea dinamica Ry, U
depind de pozitia punctului de functionare P de pe
caracteristica, respectiv de valorile tensiunii si ale M,
curentului. Spre deosebire de rezistenta statica care este
totdeauna pozitiva, rezistenta dinamica poate fi pozitiva 0 I
(portiunile ascendente ale caracteristicii), sau negativa M,
(portiunile descendente ale caracteristicii, fig. L8.1,b).

Caracteristicile tensiune — curent ridicate prin Fig. L8.3.
puncte in curent continuu se numesc caracteristici statice,
spre deosebire de cele dinamice ridicate pentru regimuri variabile.

Deoarece rezistenta elementelor de circuit neliniare depinde de valorile tensiunii
aplicate sau curentului ce le strabat, pentru rezolvarea circuitelor neliniare de c.c. este
necesar sa se cunoasca caracteristicile tensiune—curent ale elementelor ce intervin.

In practicd se intdlnesc un numdr mare de elemente de circuit neliniare cu
caracteristici tensiune—curent dintre cele mai variate. La unele dintre acestea
neliniaritatea se datoreaza influenfei temperaturii dezvoltate la trecerea curentului
asupra rezistivitatii electrice (de exemplu, ldmpile cu incandescentd). Exista si
dispozitive la care neliniaritatea caracteristicilor se datoreaza unor procese fizice
specifice care au loc (de exemplu: arcul electric, diferite dispozitive electronice
semiconductoare, etc.).

Din punctul de vedere al formei curbei caracteristice rezistoarele sunt simetrice
sl nesimetrice. Rezistoarele simetrice au curba caracteristicd simetricd in raport cu
originea $1 se numesc reciproce sau bilaterale. Functionarea lor in retea este
independentd de modul de conectare a bornelor, iar puterile In doud puncte de
functionare simetrice in raport cu originea (M; si M,, fig. L8.3) rezultd egale.

Din punctul de vedere al marimii care stabileste univoc pozitia punctului de
functionare pe curba caracteristica, rezistoarele se clasifica in rezistoare cu control de
tensiune $1 rezistoare cu control de curent.

La rezistorul cu control de tensiune (fig. i
L8.4,a), fiecarei valori a tensiunii ii corespunde u] P
o valoare a intensitatii curentului, ecuatia carac- Vi
teristica fiind de forma: i = i(u). La rezistorul 0
cu control de curent (fig. L8.4,b), fiecarei valori
a intensitdtii curentului ii corespunde o valoare a 3) b)
tensiunii si ecuatia caracteristica este u = u(i). Fig. L8.4.

Exemple de rezistoare neliniare.

a) Lampile cu incandescenta — rezistoare neliniare, simetrice; neliniaritatea
caracteris-ticii se datoreste faptului cd rezistenta filamentului se modifica odata cu
modificarea temperaturii determinatd de curentul care trece prin filament. Lampa cu
filament metalic (caracteristica 1, fig. L8.5) are coeficientul de temperatura pozitiv, iar
lampa cu filament de carbune care are coeficientul de temperaturd negativ
(caracteristica 2, fig. L8.5).

b) Termistorul — rezistor neliniar, simetric, constituit din oxizi metalici de Mn,
Ni, Co, Fe, Zn, etc. Se utlizeaza In constructia stabilizatoarclor de tensiune. La unele
termistoare caracteristica prezintd o zond pentru care rezistenta dinamica este negativa
(fig. L8.6). Au rezistenta variabila cu temperatura de forma :
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ut - u| Uy
R A

S -~

s
7710 i 0 I 0 I

Fig. L8.5. Fig. L8.6. Fig. L8.7.
B(F—17)
R=R,.e ' " (L8.3)

in care R s1 R; sunt rezistentele la temperaturile T si Ty, iar B este un indice de
sensibilitate termica.

c) Varistorul (rezistorul cu tirit sau vilit) — rezistor neliniar, simetric, cu control
de tensiune (fig. L8.7). Se obtine prin presarea la temperaturi inalte a unui amestec de
carbura de siliciu si grafit. Tiritul este o carbura de siliciu a cérui rezistenta scade la

cresterea tensiunii peste o valoare criticd notatd cu u, in figura L8.7. Rezistoarele cu tirit
se folosesc in constructia descarcatoarelor pentru protectia contra supratensiunilor in
statiile electrice de inaltd tensiune.

1.2. Metode de calcul a circuitelor neliniare de curent continuu

Analiza circuitelor electrice neliniare este mai dificild decat cea a ciruitelor
liniare, intrucat functionarea circuitului este descrisa de ecuatii neliniare si nu se mai
poate utiliza nici una dintre metodele sau teoremele care se bazeazd pe principiul
suprapunerii efectelor.

La rezolvarea circuitelor electrice neliniare se aplicd in principal metode
analitice, de iteratie (numerice) si grafice.

Metoda analitica consta in rezolvarea ecuatiilor obtinute pe baza teoremelor lui
Kirchhooff in care se introduc caracteristicile tensiune — curent ale elementelor neliniare
aproxi-mate prin functii. Se obtine un sistem de ecuatii neliniare a caror rezolvare nu
este simpla.

Metoda aproximatiilor succesive este in general laborioasa si se aplica pentru
circuite cu un numir relativ mic de elemente neliniare. Intr-o forma simplificata se
pleaca de la ecuatiile lui Kirchhoff si se stabilesc expresiile marimilor care intereseaza
(curenti, tensiuni) si in care intervin rezistentele statice, incd necunoscute. Se
aproximiaza initial valorile acestor rezistente si apoi se corecteazd prin calcule
succesive, pana se obtin valori care verifica solutiile deduse din ecuatiile retelei si,
bineinteles, caracteristicile elementelor de circuit neliniare respective. Aceste
caracteristici pot fi date sub forma de curbe sau analitic.

O situatie mai particulard se refera la cazul in care regimul de functionare al
retelei corespunde unui domeniu limitat din caracteristica tensiune — curent a
elementelor neliniare, iar in acest domeniu neliniaritatea este relativ mica. in astfel de
situatii se poate aplica metoda liniarizarii care consta in aproximarea caracteristicii din
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jurul punctului de functionare P prin tangenta la curbad (fig. L8.8,a). Ecuatia acestei
tangente este:
U-U, =R, (L8.4)

unde U, este ordonata la origine a tangentei, iar R4 este panta tangentei, adica rezis-
tenta dinamica in punctul P.

U
|
AU
UO Al I Rd U()
U
0 r
a) b)

Fig. L8.8.

Din ecuatia (L8.4) rezulta cad elementul de circuit neliniar, pentru punctul P de
functionare, se poate inlocui printr-o laturd activd echivalentd (fig. L8.8,b), avand
tensiunea electromotoare U, si rezistenta interioard Ry. Pe baza acestei metode reteaua
neliniard se Inlocuieste deci printr-o retea echivalentd liniard, care se rezolva mai usor.
Prin rezolvarea ecuatiilor pentru aceasta se obtine curentii din reteaua datd, neliniara.
Daca aceste valori nu corespund punctelor de functionare admise, calculul se repeta cu
valori corectate pentru U, si Ry, pand ce se obtine o concordantd corespunzatoare.

O metoda foarte raspandita este metoda grafica. Se aplica pentru retele cu
elemente componente conectatetin serie, in derivatie si in general in conectare mixta.
Metoda consta in determinarea pe cale grafica, din aproape in aproape, cu ajutorul
caracteristicilor tensiune — curent ale elementelor componente, a caracteristicilor
tensiune — curent pentru scheme echivalente ale unor grupari partiale din retea, pand ce
se ajunge la caracteristica schemei echivalente dipolare globale din care se pot
determina apoi tensiunile si curentii. Se exemplificd metoda prin cateva cazuri simple.

a) Elemente neliniare conectate in serie. Cele doua rezistoare neliniare conectate
in serie, figura L.8.9,a), au caracteristicile U;(I) si Ux(I). La conectarea in serie curentul
este acelasi, iar intre tensiuni relatia este evidenta

U() = U, (1) + Uy(). (L8.5)
U
U,
U, p/ JU
R Ui
I ni1 R1’1] I Rl’l
— U
== = ‘ U,
U U A1
U U o I, i
a) b)
Fig. L8.9.
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Elementele conectate in serie pot fi inlocuite printr-un dipol echivalent, avand
caracteristica U(I) ce se obtine In mod simplu, punct cu punct, adunand ordonatele
carac-teristicelor tensiune — curent ale elementelor componente pentru diferite valori ale
curentului, figura L8.9,b).

Din caracteristica U(I) se poate determine curentul prin circuit pentru o tensiune
aplicata la borne, respectiv pentru un punct de functionare P oarecare (U, - L).

b) Elemente neliniare conectate in paralel. La conectarea in paralel tensiunea la
borne este aceeasi, U;(1) = Uy(I) = U(I), figura L8.10,a).

Uy(n| U
1 I I
I, L U —/\le / A um
e
L
U Ry, Ry, = U| R,
U, U,
° 0 I, I
a) b)
Fig. L8.10.
Curentii satisfac relatia
I(U)=L(U)+1,(U). (L8.6)

Caracteristica U(I) pentru dipolul echivalent se obtine Insuméand punct cu punct,
pe cale grafica, curentii I; si [, care corespund la diferite tensiuni la borne ca in figura
L8.10,b).

c) Elemente neliniare in conexiune mixta.

In cazul unei conectari mixte, caracteristica dipolului echivalent se determina
din aproape in aproape, tinand seama de gruparile partiale ce intevin. Pentru exemplul
prezentat in fig. L8.11, se determina mai intai caracteristica U;(I) = Uy(I) a celor doua
elemente conectate in paralel si apoi se determind caracteristica U(I) a intregului circuit
pe baza relatiilor:

I=1, + L, U =U, U®) =Uy) + UyD). (L8.7)

I Ul(‘d ?2@) wt,
/

:'. U1 (D

.

Fig. L8.11.
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2. PARTEA EXPERIMENTALA

2.L8. Schema electrica a montajului experimental

La partea experimentald a lucrdrii se vor determina caracteristicile unor
rezistoare neliniare cum sunt lampile cu incandescenta si respectiv, a unui circuit de
curent continuu care contine astfel de elemente neliniare.

Schema electrica globald a montajului utilizat pentru studiul experimental se
prezintd in figura L8.12.

1

11~ Mo
2 3

N

= +

a : I R

B S -» CHO
S S > )

S#4~/_| § © O,

% T3 L, X)L, X
$ —=

on

SR
Fig. L8.12.

Circuitul se alimenteaza de la o sursad de tensiune continud reglabila SR (redresor
trifazat comandat) si contine ca elemente neliniare lampile cu incandescenta cu filament
metalic cu urmatoarele caracteristici:

L, = 24V, 75W; L, = 24V, 40W; L; = 24V, 60W.
2.2. Modul de lucru

1) Se determind experimental caracteristica staticd a unei lampi cu filament
metalic. Pentru aceasta se realizeaza montajul numai cu lampa L; in circuit si cu
aparatele de masura A si V pentru masurarea curentului si respectiv tensiunii. Se
regleaza tensiunea continud de alimentare din 2 in 2 volti, intre 0 + 24V si se citesc
valorile curentului care se trec in tabelul L8.1. Se calculeaza, pentru fiecare punct de
functionare, reziztentele statica si dinamica cu relatiile (L8.1) si (L8.2) in care AU si Al
sunt diferentele a doua valori succesive ale tensiunii, respectiv curentului.

Tabelul LS. 1.
U [V] O 2 4 6 i 24
1[A]
Ry = U/ [Q]
R4 =AU/AI [QQ]

2) Se realizeaza intregul montaj conform schemei electrice din figura 2.1, in care
R este un reostat de 30Q2, 5A, considerat rezistor liniar. Se alimenteaza circuitul si se
regleazd valoarea rezistentei reostatului R astfel incét tensiunile indicate de voltmetrele
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Vi 51V, sa fie aproximtiv egale pentru orce valoare a acestora cuprinsd intre 0 + 24V.
Se regleazad tensiunea de alimentare U si se citesc valorile tensiunilor si curentilor
indicate de aparate pentru valori ale tensiunilor U; si U, din 2 1n 2 volti, intre 0 + 24V.
Datele se trec in tabelul L8.2.

Tabelul LS.2.

UVl
1[A]
UV] 10 2 4 6o 24
Uy[V]
Ir [A]
I [A]
L [A]
I [A]

2.3. Prelucrarea si interpretarea rezultatelor

1) Pe baza valorilor din tabelul 1 se traseaza grafic caracteristicile U(I), Ry(I) si
Ry(I) pentru lampa cu incandescentd cu filament metalic.

2) Se reprezinta pe acelasi grafic caracteristicile U(I), Ui(11), Ui(Ir), Ux(I),
Ux(I3) pe baza valorilor din tabelul L8.2. Se construiesc pe acelasi grafic, prin
compunere grafica, urmatoarele caracteristici:

a) Uj(I) prin compunerea caracteresticilor U;(I;) si U;(Ir);
b) U,(I) prin compunerea caracteresticilor Ux(I2) si Ux(L2);
¢) U(I) prin compunerea caracteresticilor U;(I) st Ux(I).

3) Se analizeaza rezultatele obtinute si se prezintd concluziile desprinse in urma
studiului experimental efectuat.
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Lucrarea nr. 9

CIRCUITE LINIARE MONOFAZATE
iN REGIM PERMANENT SINUSOIDAL

1. NOTIUNI TEORETICE

1.1. Reprezentarea in complex a marimilor sinusoidale

in analiza circuitelor electrice liniare in regim permanent sinusoidal se utilizeaza
reprezentarea In complex a marimilor sinusoidale. Daca toate marimile ce intervin au
aceeasi pulsatie (frecventd) se poate utiliza reprezentarea in complex simplificat.

Prin reprezentarea in complex simplificat se asociaza unei marimi sinusoidale de
forma y(t) = J2y sin(ot + 7), un vector fix in planul complex (+1, +j), numit fazor
complex simplificat, al carui modul este egal cu valoarea efectiva Y si care formeaza cu
axa reald un unghi egal cu faza initiala y a marimii sinusoidale (fig. L9.1),

j

y(t) =2Ysin(ot +y) < Y = Ye.  (L9.1) io
=
Trecerea de la imaginea in complex Y a marimii \%/53
sinusoidale la functia original y(t) (functia de timp), se =~ {-—————————5 Y
realizeaza cu transformarea inversa pe baza relatiei: e Y i
. myxX |
y(t) =Im {2 &Y} (L9.2) Yoo+

Prin aceasta reprezentare, marimile sinusoidale de 0" RelY} (axareald)

timp, de aceeasi frecventd (tensiuni, curenti, etc.), se Fig. L9.1.
reprezinta ca fazori ficsi in planul complex (independenti
de timp), avand modulul egal cu valoarea efectiva a
mdrimii sinusoidale si argumentul dat de faza initiala.
Astfel, imaginile in complex simplificat ale tensiunii si
curentului la bornele unui circuit dipolar in regim
permanent sinusoidal sunt:

u(t) = V2Ussin(ot + o) < U = Ue +1

i(t) = V2l sin(ot + B) < I = I Fig. L9.2.

Acesti fazori sunt reprezentati in figura L9.2, in care s-a notat cu ¢ = a — f
unghiul de defazaj dintre tensiune si curent (unghiul de defazaj al circuitului).
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Raportul dintre imaginile In complex ale tensiunii §i curentului la bornele unui
circuit dipolar reprezinta impedanta complexa a circuitului

U Uej“ U . .
7 ===—"" =g =7 L9.3
Z=T=5"71° e’?, (L9.3)

iar marimea inversa este admitanta complexa

y-1l_ Iej? L oo Z yeio =
— U Ue* U

(L9.4)

IN|—

Se poate verifica usor urmatoarea corespondentd intre operatiile cu marimi
sinusoidale si operatiile cu imaginile lor in complex:

— inmultirii cu un scalar real A a marimii sinusoidale ii corespunde multiplicarea
cu A a modulului fazorului complex

Ly =2 LAY sin(ot+7) < LAY =AYe"; (L9.5)

— sumarii a doud marimi sinusoidale de aceeasi frecventa i1 corespunde sumarea
geometricd a fazorilor corespunzatori

yih+y, =Y, +Y,; (L9.6)

— derivarii in raport cu timpul a marimii sinusoidale ii corespunde multiplicarea
cu jo a imaginii in complex, respectiv multiplicarea cu ® a modulului si rotirea cu 7/2
in sens trigonometric a fazorului complex

d . i+

d_?c, =20 sin(ot + v + g) S oYe 2 =joY; (L9.7)
— integrarii in timp a marimii sinusoidale 11 corespunde imparfirea cu jo a

imaginii In complex, respectiv impdartirea cu ® a modulului si rotirea cu —n/2 (in sens

invers trigonometric) a fazorului complex:

V2Y . T Y oD 1
' = mot+y-—=) < — 2 ==Y. [9.8
ydt sin( Y 2) ¢ o~ ( )

Prin utilizarea reprezentarii in complex, marimile sinusoidale de aceeasi
frecventd dintr-un circuit se reprezintd printr-o diagrama fazoriala, pe baza careia
analiza circuitului se simplifica mult fata de cazul analizei prin metoda directa.

1.2. Circuitul liniar RLC serie in regim permanent sinusoidal

Circuitul cu elemente liniare ideale — rezistor, bobina si condensator — conectate
in serie (fig. L.9.3,a) sub tensiune sinusoidala la borne

u(t) = v2 Usin(ot + ¢) < U = Ue, (L9.9)
va fi parcurs de un curent sinusoidal de aceeasi frecventa
i(t) =2 Isin ot < I =1e?, (L9.10)

considerat origine de faza (faza inifiala nuld).
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HZQR
1 =0 I
9)

Fig. 19.3.

Valoarea efectiva I a curentului §i unghiul de defazaj ¢ dintre tensiunea si
curentul la bornele circuitului se determina utilizdnd reprezentarea in complex.
Ecuatia de tensiuni a circuitului este

. di 1 J' .
u=uy +u, +u. =Ri+L=—+—=]idt L9.11
R L C dt C ( )
si avand in vedere corespondenta operatiilor, in complex se scrie:

U=U, +U, +U. =RI+ joLl+ 1. (L9.12)
joC

Diagrama fazoriald a tensiunilor (fig. L9.3,b) se construieste ludnd ca referinta
(origine de fazd) un fazor arbitrar pentru curent I in raport cu care se traseaza succesiv
fazorul tensiunii pe rezistor U, = RI in faza (coliniar) cu curentul, fazorul tensiunii la

bornele bobinei U, = joLI, defazat inaintea curentului cu g si fazorul tensiunii la

bornele condensatorului U :'L

Jo

I, defazat in urma curentului (in sens invers

trigonometric) cu —g.

Din diagrama fazoriald prezentatd in figura L9.3,b) si din ecuatia circuitului
(L9.12), rezulta:

U=Up+ (U -Uo)= R+ j(ol -] 1-21 (L9.13)
unde
railol o ) R
Z—R+J(coL con R+3X (L9.14)

este impedanta complexa a circuitului RLC serie, cu partea reald rezistenta R si partea
imaginara reactanta echivalenta X = X, — X, X, = oL fiind reactanta inductiva si

X¢e = . reactanta capacitiva.
oC

Valoarea efectiva a curentului I si unghiul de defazaj ¢ al tensiunii fatd de curent
rezulta:

1
L-
U U X @
I:I:Z:m’ (p:arctgﬁzarcthwC . (L9.15)
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Un regim particular de functionare a circuitului este regimul de rezonanta care
apare in situatia In care reactanta echivalentd se anuleaza, adica cand reactanta inductiva
Xy este egala cu reactanta capacitiva Xc, la o pulsatie w,, respectiv frecventa f,, numite
de rezonanta:

1

X =X, = (;)OL:(O—OC = o,=2nf,

1

ek (L9.16)

f=— 1

2nJLC

Din aceste relatii se constata cd fenomenul de rezonantd se poate obtine la
variatia uneia dintre marimile L, C sau f.

La rezonantd se constata ca tensiunile pe bobind si pe condensator sunt egale in
valoare efectiva (in modul), dar in opozitie de faza, astfel ca se anuleaza reciproc, iar
tensiunea la bornele circuitului este egala cu tensiunea pe rezistor, fiind in fazd cu
curentul, ¢ = 0. Impedanta circuitului are valoarea minima, Z, = R si curentul are
valoarea maxima I,= I,,= U/R.

Din diagrama fazoriald pentru rezonanta, figura L6,3.c), rezultd ca tensiunile pe
bobina si pe condensator, egale, pot avea valori oricat de mari, uneori mai mari decat
tensiunea U aplicatd la bornele circuitului (pot apare supratensiuni), de unde si
denumirea de rezonanta de tensiuni pentru rezonanta circuitului serie.

Se defineste factorul de calitate al circuitului ca fiind raportul dintre valorile
efective a tensiunii pe bobina sau pe condensator si a tensiunii la bornele circuitului la
rezonanta:

U, _Uc_oL 1 1 [L

YL _ -~ = 19.17
L= TU TR w,CR  R\C (L9.17)

1.3. Circuitul liniar RLC paralel in regim permanent sinusoidal

Se considera circuitul cu elemente liniare ideale — rezistor, bobina si condensator
— conectate 1n paralel (fig. L9.4,a) sub tensiune sinusoidala la borne

u(t)=~2 Usin ot < U =Ue", (L9.18)
considerata origine de faza. Curentul la bornele circuitului este de forma:
it)=+2Isin(ot— )< =17, (L9.19)
Ecuatia de curenti iIn marimi instantanee este
N | 1 du
z:zR+zL+zC:§u+iJ.udt+Ca. (L9.20)
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In complex ecuatia circuitului se scrie
1

I=1; +I, +I. =GU+——U + joCU, (L9.21)
JoL
in care: Iz =GU este curentul prin rezistor, in faza cu tensiunea, G = 1/R fiind
conductanta rezistorului, I, = %Q este curentul prin bobina, defazat in urma
jo

tensiunii cu —1/2 (in sens invers trigonometric), I. = joCU este curentul condensato-

rului defazat inaintea tensiunii cu /2.
Daca ecuatia (L9.21) se scrie sub forma

1=GU+j (coc - i)g - YU, (1L9.22)

se pune in evidenta admitanta complexa a circuitului RLC paralel,
Y=G+jB, (L9.23)
avand partea reald egald cu conductanta G si partea imaginard egald cu susceptanta
echivalentd a circuitului, B = B¢ — By, Bc = oC — susceptanta capacitiva, By = i -

susceptanta inductiva.

Din ecuatia (L9.22) si din diagrama fazoriald a curentilor prezentata in figura
L9.4,b), se determind valoarea efectivd I a curentului si unghiul de defazaj ¢ al
curentului fata de tensiune:

oC-1/0L
-G

Fenomenul de rezonantd se produce la anularea susceptantei echivalente a
circuitului, adicd atunci cand susceptanta capacitivd B¢ este egald cu susceptanta
inductiva By, la o pulsatie oy, respectiv frecventa fy de rezonanta, astfel:

1
LC

I=|1|=|Y|-|U=~G*+B*-U; (p:arctg%:arctg (L9.24)

B, =B, = ©,C =LL =, = 2nf, = 1, f, (L9.25)
(O]

o

_ 1
2n~LC

Si in acest caz, ca si la circuitul RLC serie, rezonanta se poate obtine la
modificarea uneia dintre marimile L, C sau f. La rezonanta circuitului RLC paralel,
curentii prin bobina si prin condensator au valori efective egale, dar sunt in opozitie de
faza, admitanta echivalentd a circuitului are valoarea minima, egald cu conductanta
rezistorului, Y = G, astfel incat curentul luat de circuit pe la borne are valoarea maxima,
egald cu curentul prin rezistor: I =[x = Ir = GU.

Din diagrama fazoriald pentru regimul de rezonanta prezentatd in figura 1.9.4,c),
rezultd ca, la rezonan{a, curentii prin bobind si condensator pot avea valori oricat de
mari, in anumite conditii mai mari decat curentul luat de circuit pe la borne, de unde si
denumirea de rezonanta de curenti pentru rezonanta circuitului RLC paralel.

Factorul de calitate al circuitului se defineste, in acest caz, ca raportul dintre
valoarea efectiva a curentului prin bobind sau prin condensator si valoarea efectiva a
curentului absorbit de circuit pe la borne, la rezonanta:

I I

®,C 1 1 [C
Q, =L -c D
I I

G o,lG GVL

(L9.26)
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2. PARTEA EXPERIMENTALA

2.1. Circuitul RLC serie

Se realizeaza montajul din figura 5.

ATR ' C
oL@ Lgy-

220V

o,

Fig. L9.5.

Pentru diferite valori ale tensiunii aplicate circuitului de la autotransformatorul
reglabil ATR si pentru diferite valori ale rezistentei R a reostatului, inductivitatii L a
bobinei si capacitatii C a condensatorului se iau datele care se trec in tabelul L9.1.

Se calculeazad valorile indicate in tabel si se construiesc diagrame fazoriale la
scara pentru doud sau trei cazuri, dintre care unul pentru rezonantd. Se compara valorile
obtinute grafic cu cele determinate prin calcul, explicand eventualele neconcordante.

Tabelul L9.1.
Nr. U 1 UR UL UC Z=U/] RZUR/I XLZUL/I XC:Uc/I (pzarctg(X/R)
crt. | [V] [ [A] [[VI[[VI]|[V]] [Q] [€2] [€] [€2]
1.
2.
3.

2.2. Circuitul RLC paralel

Se realizeaza montajul din figura 19.6. Pentru diferite valori ale curentului
obtinut prin reglarea autotransformatorului la care se inseriaza rezistorul R; de valoare
mare si pentru diferite valori ale parame-

‘ : ) ATR R

trilor R, L si C, se iau datele cu care se A

completeaza tabelul L.9.2. @
Se calculeaza valorile indicate in 22V |I<

tabel si se construiesc, la scard, diagra- ~ I

mele fazoriale pentru doud sau trei . R

cazuri, dintre care unul pentru rezonanta.

Fig. L9.6.

Tabelul L9.2.
Nr. U I IR IL IC Y=1I/U|G= IR/U BL = IL/U BC = Ic/U o= arctg(B/ G)
crt. | [V]| [A] | [A] | [A] | [A]| [S] [S] [S] [S]

had I b

Se consemneaza 1n referat concluziile deduse din studiul fenomenelor de
rezonanta la circuitele liniare de tip RLC serie si paralel.
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Lucrarea nr. 10

ANALIZA RETELELOR ELECTRICE LINIARE
IN REGIM PERMENENT SINUSOIDAL

1. CONSIDERATII TEORETICE

Analiza retelelor electrice liniare in regim permanent sininusoidal se poate
efectua cu oricare dintre metodele utilizate pentru pentru retelele electrice liniare de
curent continuu. In regim permanent sininusoidal in circuitele liniare, toti curentii si
tensiunile sunt mdrimi sinusoidale si pentru simplificarea calculelor analiza se
efectueaza in complex. De obicei se dau valorile complexe ale tensiunilor sau curentilor
surselor de tensiune, respectiv de curent si prametrii complecsi ai elementelor de circuit
(impedante sau admitante complexe) si analiza consta in determinarea tensiunilor sau
curentilor din reteaua complexa.

In aceasta lucrare se studiazi doua dintre metodele de determinare a curentilor
dintr-o retea electrica liniara in r.p.s.: metoda bazatd pe aplicarea teoremelor lui
Kirchhoff si metoda bazata pe teorema curentilor ciclici.

1.1. Analiza in complex a retelelor electrice
cu teoremele lui Kirchhoff

Se considera o retea electrica liniard si invariabild in timp, conexa si plana cu /
laturi si n noduri. Forma in complex a sistemului complet de ordinul / al ecuatiilor
corespunzatoare teoremelor lui Kirchhoft, continand n' = n — 1 ecuatii de noduri pentru
curentii din laturi si 0 =/ —n + 1 ecuatii de ochiuri pentru tensiunile la bornele laturilor,
se obtine inlocuind valorile instantanee ale curentilor j; si tensiunilor u;, sinusoidali in
timp si de aceeasi frecventd, cu imaginile lor in complex I si respectiv U;. Astfel,
ecuatiile in complex corespunzatoare teoremelor a I-a si respectiv a II-a Kirchhoff in
forma topologica se scriu:

>1,=0; k=1,2,..n-1, (L10.1)

D U;=0; m=12,..,[-n+l, (L10.2)

Je(m]

unde cu (k) si respectiv cu [m] s-au notat nodurile, respectiv ochiurile independente sau
fundamentale ale retelei.

Analiza in complex a retelelor electrice cu teoremele lui Kirchhoff se poate face,
fie in raport cu curentii — inlocuind in ecuatiile (L10.2) tensiunile complexe U; in functie
de curentii complecsi [;, fie in raport cu tensiunile — inlocuind in ecuatiile (L10.1)
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curentii I; in functie de tensiunile complexe U;. In continuare se prezinta metoda de
analiza in raport cu curentii.

Se considera reteaua cu / laturi din care /g sunt laturi cu generatoare ideale de
tensiune, /; laturi cu generatoare ideale de curent, / — Iz — /; fiind laturi cu elemente
pasive. Se numeroteaza intai laturile cu elemente pasive, apoi laturile cu generatoare
ideale de tensiune /g i la urma laturile cu generatoare ideale de curent /j.

In cazul general (fig. L10.1), pentru nodurile (k) ale retelei, ecuatiile cores-
punzatoare teoremei a [-a Kirchhoff in raport cu curentii se scriu:

(lE)p
Fig. L10.1.
YL+ Y (), == 1 k=12, n'=n-1 (L10.3)
jek) pe(k) se(k)

Daca reteaua nu are cuplaje magnetice, pentru ochiurile independente [m] ale
retelei, ecuatiile corespunzatoare teoremei a II-a Kirchhoff in raport cu curentii se scriu:

Z(R+J(0L+ ]1+ZUJ =>E,, m=1,2,..,0

jelm] se[m] pe[m]

sau, ZZ Z ZEP, m=1,2,...,0

je[m] se[m] pe[m]
(L10.4)

oC. este impedanta proprie a unei laturi complete.

J
Daca reteaua are cuplaje magnetice, adica are bobine cuplate magnetic, ecuatiile
de ochiuri se scriu:

Z(RI +joLli+s el +](02Lk11k]+z U).= > E,,

Je[m] k#]j se[m] pe[m]
sau Z(Z I +szjlk]+z U)),= Y E,,m= ,0
je[m] k#j se[m] pe[m]
(L10.5)

unde cu Zij=Zj = joLj s-a notat impedanta complexd mutuala sau de cuplaj magnetic

dintre bobinele j si k.
Termenii care contin inductivitatile mutuale Ly; se iau cu semnul plus sau minus
in functie de coincidenta sau opozifia sensurilor curentilor din laturile j si k, atat fata de
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sensul ochiului, cat si fatd de bornele polarizate. Orice necoincidentd conduce la o
schimbare de semn.

Rezolvand sistemul format de ecuatiile (L10.3) si (L10.4) sau (L10.5), se obtin
necunoscutele, curentii laturilor I; si tensiunile (Uj)s la bornele generatoarelor de curent.

in forma matriceald, sistemul de ecuatii in complex corespunzitor teoremelor
lui Kirchhoff se scrie in mod similar ca in cazul retelelor de curent continuu. Astfel,
dacd se numeroteaza intai laturile cu elemente pasive, apoi cele cu generatoare ideale de
tensiune si in final cele cu generatoare ideale de curent, pentru teorema a I-a Kirchhoff,
in forma matriciala ecuatiile (L10.3) se scriu:

[A]n',z—zj ) [1]1—11 = _[I]n' (L10.6)

in care [A],,, este matricea de incidentd redusa laturi-noduri cu n'=n -1 linii si / -/
coloane (corespunzatoare laturilor fard generatoare de curent), [I]_, este matricea
coloand cu [—/; termeni, reprezentind curentii din laturile retelei, iar matricea [J'],, se
calculeaza cu relatia

[, =[ALy, 1], (L10.7)
[J], fiind matricea coloand a curentilor generatoarelor de curent.

In cazul general, al unei retele cu cuplaje magnetice, ecuatiile (L10.5) cores-
punzatoare teoremei a II-a Kirchhoff, in forma matriciala se scriu:

[Z]o,z—zj : [1]1—11 + [B]O,IJ [QJ ]JJ = _[E]o (L10.8)
in care intervin matricele:
[Z]o,z—zj = [B]o,z-zj [Z]z-zj ) (L10.10)

unde, [B],,, este matricea de incidentd redusd laturi-ochiuri cu o linii si primele /-/

coloane, iar matricea [Z],este matricea patratd de ordinul /- a impedantelor

0,/-1y

complexe, avand pe diagonald impedantele proprii ale laturilor si nafara diagonalei
impedantele complexe mutuale dintre laturile retelei:

Z] j(DL]g j(DL]j j(DL]J_[J 1
j(DLg] Zz j(Dng j(DL]J_[J
(2] b joLy joLy ... joLg ... joLgy
_j (J)Ll_lJ 1 _]'(DL/_lJ 2 e _]'(DL[_/J g e Z[—l]

[U,], este matricea coloana cu /; termeni a tensiunilor la bornele generatoarelor ideale
de curent, iar matricea din membrul drept este data de relatia

[E], =[Blo.s, -[E]., (L10.12)

in care [E]._, este matricea coloand a tensiunilor electromotoare ale generatoarelor din

laturile retelei.
In forma compacta, sistemul complet de ecuatii in complex al retelei corespun-
zator teoremelor lui Kirchhoff se scrie:
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[A]n',l—lj [O]n',lj [1]1—1_] j| |:_ [J']n'j|
. = L10.13
|:[Z']0,1—1J [B]O,lj j|1,1 |:|:[jJ ]IJ ] [E]o 1 ( )
sau, [Ki ] ) [N] = [S]
(L10.14)

unde s-a notat cu [K;] matricea Kirchhoff in raport cu curentii, cu [N] matricea

necunoscutelor si cu [S] matricea surselor. Semnificatia acestor matrice este evidenta.
Prin rezolvarea ecuatiei (L.10.14) se obtine:

[N]=[K:]"'[S] (L10.15)

1.2. Analiza in complex a retelelor electrice
prin metoda curentilor ciclici

Sistemul de 0 =/—n + 1 ecuatii corespunzator teoremei curentilor ciclici se scrie
in complex sub forma:

Zuli+Zol+ .ot Zili+ ..+ Zio L, = Eqy
Zoli+ Zon Lo + .4 Zog 1 + .4 Zoo Lo =Ep

S o o (L10.16)
Zm]l] +Zm212 ++Zm]l] +---+Zmolo :E[m]
Zoli + Zoa o+t Zoglj + .4 Zoo Ly = By
Impedantele de pe diagonala sunt de forma:
Zom= Y Zi+ D Zi, (L10.17)

jml  jkelm]
in care intrd suma impedantelor proprii Z; ale laturilor ochiului [m] si suma algebrica a
impedantelor de cuplaj magnetic Zj dintre laturile ochiului [m].

In sumele din (L10.17), impedantele proprii Z; se iau cu semnul "+", iar

impedantele mutuale Z;; se 1au cu semnul "+" in urmatoarele situatii:

a) sensurile de referintd ale laturilor j si k (ale curentilor I; si I) sunt la fel fata
de bornele polarizate si ambele coincid
sau ambele sunt opuse sensului ochiului
(al curentului ciclic Iy, fig. £10.2,a);

b) sensurile de referinta ale laturilor j si k
sunt diferite fatda de bornele polarizate
si sensul uneia din laturi coincide si al
celeilalte este opus sensului ochiului
(fig. L10.2,b).

In celelalte situatii, impedantele mutuale

Zj se 1au cu semnul "-".

Impedantele din afara diagonalei sunt de forma:

Zuj= ) Zi+ Y Zn (L10.18)
]

ke[m] pem
kel j] adjl

Fig. L10.2.
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in care intra suma algebrica a impedantelor proprii Zx ale laturilor comune ochiurilor
[m] st [j] s1 suma algebrica a impedantelor de cuplaj magnetic Z,q dintre o laturd p
apartinand ochiului [m] s1 o laturd q apartinand ochiului [j].

Impedantele Zx se iau cu semnul "+" sau "-" dupa cum curentii ciclici ai celor

doua ochiuri au acelasi sens, respectiv sens opus, prin latura comuna ochiurilor.

Impedantele mutuale Z,,q se 1au cu semnul "+" in urmatoarele situatii:

a) sensurile de referinta ale laturilor p si q sunt la fel fatd de bornele polarizate
si ambele coincid, sau ambele sunt opuse sensurilor ochiurilor la care aparfin
laturile (fig. L10.3,a);

b) sensurile de referintda ale laturilor p si q sunt diferite fatd de bornele
polarizate si sensul uneia din laturi coincide si al celeilalte este opus sensului
ochiului la care apartine latura (fig. L10.3,b).

In celelalte situatii, impedantele mutuale Z,, se iau cu semnul """,

=z 7 < =
* Zy >0

Fig. L10.3.

In membrul drept al sistemului de ecuatii (L10.16), termenii notati E;. repre-

zintd suma algebrica a tensiunilor electromotoare ale surselor din laturile ochiului [m],
Ep= Y E;. (L10.19)
jem]

Sumarea este algebrica, tensiunile electromotoare E; ludndu-se cu semnul "+" sau
dupa cum sensul lor coincide sau este opus sensului ochiului.

Pentru aplicarea metodei curentilor ciclici se impune transformarea in prealabil a
generatoarelor de curent in generatoare echivalente de tensiune (daca este posibil).

In forma matriceald, metoda curentilor ciclici se scrie in mod similar ca pentru
retelele de curent continuu. Astfel, sistemul de ecuatii (L10.16) se scrie:

[Z]oo-[11=[E], (L10.20)

in care [I], este matricea coloand cu o termeni a curentilor ciclici din ochiurile

n_n

fundamentale ale retelei. Matricea patrata de ordinul o a impedantelor, [Z]O,O, se
determina cu relatia:

[Z]0 =[Bos [ 2] -[Bl, (L10.21)
in care matricea [Z],, este matricea patratd si simetricd de ordinul / a impedantelor
complexe proprii si mutuale, avand pe diagonala impedantele proprii ale laturilor si
inafara diagonalei impedantele complexe mutuale dintre laturile retelei.

Matricea coloand cu o termeni din membrul drept a ecuatiei (3.20) se determina
cu aceeasi relatie ca in cazul teoremelor lui Kirchhoff,

[E1], =[Bl.., -[E],- (L10.22)
Curentii reali din laturile retelei se determina cu relatia

[1], =[B];,-[I1=[Bl.; -[Z 1o -[E ], (L10.23)
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2. MODUL DE LUCRU

In cadrul lucrérii de laborator se determind curentii dintr-o retea electrica liniara
functiondnd in regim permanent sinusoidal prin doud metode: metoda bazatd pe
aplicarea teoremelor lui Kirchhoff si metoda curentilor ciclici.

2.1. Schema electrica a retelei

Schema electrica a retelei in complex este prezentata in figura L10.4.

L Ry
I‘_—I

Bk L L
joL, 1/(joCy) i 1/(joCy)

*k_(z)/*:”:::: |1/(jcoC2)

joL,

joM i,
Fig. L10.4.

Se dau valorile complexe ale t.e.m. ale surselor de tensiune, rezistentele
rezistoarelor, reactantele proprii si de cuplaj magnetic ale bobinelor si reactantele
condensatoarelor:

E, =100V, E, = j-100V, E, =(50+j-45)V, E, =(30+j-25)V, E; =(45+j-10)V;
R,=R, =R, =10Q, R, =R, =10Q;

! ' 1 1 1
oL, =olL,=0L, =olL, =olL; =L, =olL; =10Q; oC, = oC. = oC. =50.

2.2. Calculul curentilor din laturile retelei

O Metoda directa.

Se scriu sistemele de ecuatii in complex pentru determinarea curentilor
utilizdnd teoremele lui Kirchhoft s1 apoi metoda curentilor ciclici, respectand notatiile si
sensurile stabilite pe schema retelei din figura L10.4. Rezolvarea sistemelor de ecuatii
pentru determinarea curentilor complecsi poate fi efectuatd usor pe calculator utilizand
un program de calcul matematic asa cum sunt, de exemplu, programele MATCAD sau
MATLAB. Se determina in final valorile efective ale curentilor din laturile retelei.
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® Metoda matriciala.
Programul de calcul se simplifica mult dacd se scriu in forma matriciala ecuatiile

retelei. Se introduc in program datele si apoi se construiesc matricele prezentate mai jos.
Matricea de incidenta redusa laturi-noduri [A] are o singurd linie, corespun-
zatoare unuia din cele doud noduri si cinci coloane corespunzatoare laturilor retelei. De

exemplu, luand 1n considerare nodul (1) avem:
A=[-1 -1 1 0 0].

Matricea de incidenta redusa laturi-ochiuri [B], are 4 linii si 5 coloane:

1 0 1 0O
B=10 0 0 1 0
0 0 0 0 -1
Matricea impedantelor complexe proprii §i mutuale este:
[R,+joL,+joL; joM,, 0 —joM 0
joM 1 R,+joL,+joL;+l/(joC,) 0 0 —joM s
Z= 0 0 R, 0 0
—ioM,, 0 0 R,+joL,+1/(joC,) 0
i 0 Y 0 0 R, +joL,+/(joC,)

Matricea t.e.m. din laturile retelei (transpusa) este:
E'=[E, E, Es Ei E].
Odata introduse aceste date, ecuatiile matriceale pentru determinarea curentilor
se scriu usor. De exemplu, in MATLAB relatiile de calcul sunt:
% Teoremele lui Kirchhoff

Zk=B'*Z; Eprim=B=*E; K=[A;Zk]; S=[0;Eprim]; lk=inv(Zk)*S
% Ik — curentii calculati cu teoremele lui Kirchhoff.

% Metoda curentilor ciclici

Zc=B=*Z#*B'; Iprim=inv(Zc)*Eprim; Ic=B*Iprim
% Ic — curentii calculati prin metoda curentilor ciclici.

Evident, curentii calculati prin orice metoda trebuie sd aiba aceleasi valori.
Rezultatele obtinute vor fi verificate si prin modelarea si simularea schemei

retelei electrice pe calculator.
Referatul la lucrare trebuie sa contina ecuatiile scrise direct prin aplicarea celor

doud metode. Se ataseaza listingul programului realizat pentru calculul curentilor cu
rezultatele obtinute.
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Lucrarea nr. 11

STUDIUL CUADRIPOLULUI LINIAR PASIV
iN REGIM PERMANENT SINUSOIDAL

1. NOTIUNI TEORETICE

Cuadripolul este o retea electrica complexa cu patru borne de legatura cu
exteriorul. Daca legaturile exterioare se fac la perechi de borne, numite porti, in asa fel
incat curentul care intrd prin una din bornele unei porti s iasa prin a doua borna,
cuadripolul se numeste cuadripol diport (fig. L11.1).

1 L L (2)
[ ————— ————>—+—0
CUADRIPOL
Q‘l DIPORT lgz
o0— ———o0
(1" 2"
Fig. L11.1.

Interactiunea cuadripolului diport cu exteriorul in regim permanent sinusoidal,
este complet caracterizatd de patru variabile: tensiunea de intrare sau primard Uj,
curentul de intrare sau primar [;, tensiunea de iesire sau secundara U, si curentul de
iesire sau secundar [,.

Daca se considera cuadripolul liniar pasiv (constituit exclusiv din elemente
pasive liniare: rezistoare, bobine si condensatoare) in regim permanent sinusoidal, cu
bornele de intrare (1) — (1') si bornele de iesire (2) — (2'), o demonstratie similara ca in
cazul cuadripolului liniar pasiv in curent continuu, aratd ca marimile de intrare Uy, I; pot
fi exprimate in functie de marimile de iesire U,, I, prin ecuatii liniare si omogene de
forma:

{Ql :Angz +A1212 (Lll 1)

11 :Azl Qz +A2212

Ecuatiile (L11.1) reprezintd prima forma fundamentala a ecuatiilor cuadripo-
lilor liniari pasivi, in care coeficientii A1, A1z, A21 $1 A2> sunt marimi complexe si se
numesc parametri fundamentali sau parametrii de transfer ai cuadripolului.

La o frecventa invariabild a tensiunii de alimentare, parametrii cuadripolului
sunt constante si din acest motiv se mai numesc §i constantele cuadripolului.

Parametrii 4, s1 A2, sunt adimensionali, 41, este o impedantd si A4, este o
admitantd cu urmatoarele interpretari:
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A= Elzzo — raportul de transformare al tensiunilor la functionarea in gol;

Apn= IIJ;U L impedanta de transfer la functionarea in scurtcircuit;

Ay = [Ijlzu—o — admitanta de transfer la functionarea in gol;

Asp = II;U@ — raportul de transformare al curentilor la functionarea in scurtcircuit.

Intre parametrii fundamentali ai cuadripolului liniar pasiv exista relatia

AnAn—-AnAn=1 (L11.2)

numita conditia de reciprocitate si cuadripolul se numeste reciproc deoarece, cu aceasta
conditie, teorema reciprocitatii din studiul retelelor electrice liniare este verificatd in
raport cu oricare pereche de laturi ale cuadripolului conectate la bornele de acces sau,
altfel spus, conectind la bornele de intrare generatorul de t.e.m. E, curentul L care se
obtine scurtcircuitaind bornele de iesire este egal cu curentul I, care se stabileste
conectand la iesire acelasi generator E si scurtcircuitand bornele de intrare.

A doua forma fundamentala a ecuatiilor cuadripolilor exprima marimile de la
iesire U, si I, In functie de cele de la intrare U; si1;. Astfel, pentru cuadripolul reciproc,
din sistemul de ecuatii (L11.1) se obtine:

{ U,=A»U,-Apl

(L11.3)
12 = _AZI g] +A1| 11

In cazul alimentarii inverse a cuadripolului, pe la bornele (2) — (2'), in ecuatiile
(L11.3) se schimba sensul de referinta al curentilor, I, =-I,, I, =—I, si a doua forma
fundamentala a ecuatiilor este

{Q/z :Azzgl/"'é]zll/ (L11.4)

1/2 :AZIQ]/ +A111;
Explicitand tensiunile U; si U, din ecuatiile fundamentale (L11.1) in raport cu

curentii I; si I, se obtin ecuatiile in impedange ale cuadripolului liniar pasiv in regim
sinusoidal

{Ql =Zn1,+2,1, (L11.5)

Qz = ZZI 11 +Zzz 12

in care Zj sunt parametrii impedantd ai cuadripolului cu urmatoarea semnificatie:

7 :% - impedanta de intrare la functionarea in gol;
11 12=0
Z, = y =1 _ impedanta de transfer la functionarea in gol;
I C
=1 l12=0 =
_U| __AD-BC_ 1. , _U)J| _.D
Le=7|." ¢ @ &=L, ¢
=2 1n=0 = ~ 22 I11=0 h=4
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Conditia de reciprocitate devine:
Z]z :—Zzl (L116)

Daca se expliciteaza curentii I; si I, functie de tensiunile U; si U, din ecuatiile
fundamentale (dacad 4, # 0), se obtin ecuatiile in admitante ale cuadripolului

{L =Y, U +Y,,U, (L11.7)

L=Y,U+Y»U,

in care Yj sunt parametrii admitantd ai cuadripolului cu urmatoarea semnificatie:

I . . . . o
Y, =— _D _ admitanta de intrare la functionarea in scurtcircuit;

gl U2=0 B

I . . o
Y, == -1 admitanta de transfer la functionarea in scurtcircuit;

Hl U2=0 B

I AD-BC 1 I A
Y, :U_] :_?:_g; Y, :U—2 Z—E.

~=21U1=0 = = —=21U1=0
Conditia de reciprocitate se scrie

Y,=-Y, (L11.8)

Se utilizeaza uneori si ecuatiile hibride ale cudripolilor de forma:

gl =H, I, +H12LJ2 sau L ZEIILJI +Fp,lL
12 =H2111 +H22LJ2 LJ2 =E21LJ1 +E22I2' (Ll 1 '9)

Parametrii Hy s1 Fjx sunt denumiti parametri hibrizi.

Indiferent de forma de scriere a sistemului de ecuatii, parametrii cuadripolului
diport se pot determina prin incercari la gol si la scurtcircuit .Anularea curentului la o
poarta se realizeaza prin intreruperea circuitului, functionarea in aceste conditii se
numeste "la gol". Anularea tensiunii la o poartd se realizeaza prin legarea bornelor in
scurtcircuit, iar functiona-rea in aceste conditii se numeste "la scurtcircuit".

2.MODUL DE LUCRU

2.1. Determinarea parametrilor fundamentali ai cuadripolului

In cadrul acestei lucriri de laborator se determini experimental parametrii
fundamentali (de transfer) ai unui cuadripol liniar pasiv cu schema echivalenta in "T"
prezentata in figura L11.2.

Alimentarea cuadripolului se face pe rand pe la bornele primare (1) — (1') si pe la
bornele secundare (2) — (2').

Cuadripolul, fiind liniar si pasiv, este reciproc si parametrii fundamentali satisfac
conditia de reciprocitate (L11.2). Pentru determinarea parametrilor fundamentali 4,;,
A1z, A21 1 A2y sunt necesare numai trei incercari experimentale, fie doud incercari la gol
siuna la scurtcircuit, fie o Incercare la gol si douad la scurtcircuit.
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(1)

Fig. L11.2.

©® [ncercarea in gol cu alimentare pe la bornele primare. Bornele secundare

fiind 1n gol, I, = 0, se noteaza U; = Ujyg, I; = L0, Uz = Uy si din sistemul de ecuatii
(L11.1) rezulta:

Z=20_Bu (L11.10)

110 AZ]

numitd impedanta complexa echivalenta de intrare la functionarea in gol.

@® [ncercarea la scurtcircuit cu alimentare pe la bornele primare. Bornele
secundare (2) — (2') sunt scurtcircuitate si deci U, = 0. Se noteazd U; = Ujg, 11 = Liso,
I, =L sidin sistemul (L11.1) rezulta:

Z. —=be_Bn (L11.11)

Lelsc
l]sc

numitd impedanta complexa echivalentd de intrare la functionarea in scurtcircuit.

© [ncercarea in gol cu alimentare pe la bornele secundare. Se lasa bornele
primare in gol, I; = 0, si se aplicd tensiune de la sursa de alimentare la bornele

secundare (2) — (2'). Se noteaza astfel: U; = Q;o, U= Q;o si b= 1;0. Din sistemul de
ecuatii (L11.4), pentru I, =0, rezulta impedanta complexa echivalenta

/
zezozﬁzﬁ. (L11.12)
15 Ay
Impedantele Zeio, Zeisc $1 Zezo sunt complexe si pentru determinarea argumen-
tului acestora se utilizeaza un fazmetru (coso - metru).
Rezolvand sistemul format de ecuatiile (L11.10), (L11.11), (L11.12) obtinute
din incercdrile la gol si scurtcircuit, la care se adaugd conditia de reciprocitate (L11.2),
se obfin urmatoarele expresii pentru parametrii fundamentali ai cuadripolului:

Lo . _ L

A, = A, =—"—"
- ZeZO (Zelo _Zelsc)’ - ZelO -Z ’

Lelsc

(L11.13)

1 Z,
Ay = ; Ay = =
ZeZO (ZelO _Zelsc) ZelO -Z

Lelsc

Intre parametrii fundamentali si parametrii schemei cuadripolului in "T" se pot
stabili relatiile
An=1+2Y; A, =2,+2,+2Z,2,Y; A, =Y; Ay =1+2,Y; (LIL.14)

Pentru schema cuadripolului din figura L11.2, impedantele longitudinale Z;, Z,
si admitanta transversala Y sunt respectiv:

Z,=R,+joLi, Z, =R;, Y=1/R. (L11.15)
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2.2. Studiul regimului de funtionre in sarcina a cuadripolului

Se considera cuadripolul conectat la un rezistor de sarcina R ca in figura L11.3.

Daca regimul normal de incarcare a unui cuadripol este caracterizat de tensiunea
U si curentul de sarcina I», se pune problema sa ob{inem acest regim prin suprapunerea
a doua regimuri de functionare, diferite de cel normal i anume: un regim de functionare
la gol si1 unul la scurtcircuit.

ATR

220V

[

Fig. L11.3.

La incercarea in gol se alimenteaza cu tensiune variabild pe la bornele (1) — (1)
si se determinad valorile tensiunii U, curentului I, si cos@,, pentru care Uy = U, = Ug,,
I, = 0. In acest caz, ecuatiile (L11.1) ale cuadripolului devin:

{QIO :Angz

(L11.16)
110 :Azlgz

In mod similar se efectueaza incercarea la scurtcircuit si se determind valorile
tensiunii Uy, curentului I $1 cos@is pentru care I, = I, = Iz, Uy = 0. In acest caz,
ecuatiile (L11.1) ale cuadripolului devin:

{U]sc :AIZIZ

(L11.17)
Ilsc = A2212

Din relatiile (L11.16) s1 (L11.17) se obtine regimul nominal de functionare al
cuadripolului, caracterizat de ecuatiile obtinute prin suprapunerea efectelor:

{Ql :glo +Q

1Isc
L11.18
11 :llo +l ( )

Isc

Se observa ca regimul de functionare normald, in sarcind, a cuadripolului poate
fi obtinut prin suprapunerea a doud regimuri limitd de functionare si anume: unul de
mers in gol si altul de scurtcircuit. In practica este foarte important acest lucru, deoarece
o mare parte din circuitele proiectate pentru alimentarea consumatorilor (retele electrice,
transformatoare) nu pot fi incarcate la sarcina nominala, ci se Incearcd la gol si la
scurtcircuit, urmand ca aplicarea suprapunerii efectelor sd ducd la concluziile ce
caracterizeaza regimul normal de lucru.
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Lucrarea nr. 12

STUDIUL CIRCUITELOR CU BOBINE LINIARE
REALE CONECTATE IN SERIE SI IN PARALEL

1. DETERMINAREA PARAMETRILOR BOBINEI LINIARE
REALE iN REGIM PERMANENT SINUSOIDAL

Se studiaza bobinele de reactanta liniare reale, cu pierderi, in conexiunile serie si
paralel, necuplate si cuplate magnetic, functionand in regim permanent sinusoidal.

Orice bobind reala, necuplatd magnetic, functiondnd in regim permanent
sinusoidal la frecvente joase (industriale), prezintd pe langd inductivitatea proprie si o
rezistentd corespunzatoare rezistentei ohmice a conductorului si eventual pierderilor in
miez, presupus ca avand caracteristica magneticd liniard. Bobina reald se poate
reprezenta in aceste conditii printr-o schema echivalentd cu elemente de circuit ideale
(rezistor ideal si bobind ideald) conectate in serie (fig. L12.1,a) sau in paralel (fig.
L12.1,b). Parametrii acestor scheme echivalente sunt respectiv:

I I a) impedanta complexa
1 s
Lo L Z:E:Zej“’:R+jX, (L12.1)
R I
Ul Z U G ﬁ% unde X este reactanta inductiva, X =X = oL;
oL ] b) admitanta complexa
Y .
° i - y=d_ver-g-jB=L1, (L1272
u Z
a) b).
Fig.L12.1. unde G este conductanta si B susceptanta

inductiva, B= B =1/(oL).
Cele doua scheme echivalente din figura L12.1,a) si b), caracterizdnd aceeasi
bobina reala, conserva puterile activa P sireactiva Q si deci si unghiul de defaza;j o,

X_B R_G .. X_B
t :—:—’ :—:—’ :—:—_ 12_3
an@ O] sin ¢ Y (L12.3)

Cunoscand impedanta complexa Z si admitanta complexda Y , se pot determina
tensiunile, curentii, puterile efective complexe si factorul de putere cose astfel:

- pentru schema echivalenta serie (fig. L12.1,a)
U=ZI=RI+JXL S=Se® =P+jQ=U-I' =Z-I’ =RI* + jXI’,

(L12.4)
Z=+vR?*+X?*, P=RI*,Q=XI*, S=4/P*+Q?*, cosp=P/S;
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- pentru schema echivalenta derivatie (fig. L12.1,b)
I=YU=GU-jBU=1Ig+I;, 8=U"I=8e ¥ =P-jQ=YU? =GU’ - jBU”

" (L12.5)
Y=+G?+B?, P=GU?, Q=BU?, S=4P2+Q?, cosp=P/S.

Parametrii 1 marimile ce caracterizeazd bobinele reale functionand in regim
permanent sinusoidal, se pot reprezenta fazorial in complex simplificat. Pentru schema
echivalentad serie (fig. L12.1,a), impedanta complexa Z, tensiunea complexa U si puterea
complexa S se reprezinta prin diagrame fazoriale de aceeasi forma (fig. L12.2), daca se
alege curentul I origine de faza. Analog, pentru schema echivalenta derivatie (fig.
L12.1,b), diagramele fazoriale ale admitantei complexe Y, curentului total I si puterii
complexe S au aceeasi forma, daca se alege tensiunea U origine de faza (fig. L12.3).

*] *] o G, o P=GU 4l
Z
iX jQ :jX12
¢ ¢
0" R +1 0'pP=RI*> +1 = .
a) b) a)
Fig. L12.2. Fig. L12.3.

In circuitele electrice liniare functionand in regim permanent sinusoidal, intervin
bobine reale grupate in serie, paralel sau mixt, cu sau fira cuplaje magnetice. In scopul
simplificarii analizei acestor circuite, bobinele astfel grupate se pot substitui printr-o
bobina echivalenta. Aceasta presupune insd determinarea parametrilor fiecarei bobine.
In continuare se considerd doui bobine a cdror parametri se propune a fi determinati pe
cale experimentald, utilizand schema electrica din figura L12.4.

ATR W
[ : A — ~0
~220V
50Hz Z, 7z

Fig. L12.4.

Cele doua bobine, caracterizate prin impedantele Z; si Z, se conecteaza succesiv
in montajul din figura L12.4, mdsurand pentru fiecare tensiunea, curentul si puterea
activa. Rezultatele masuratorilor si determinarilor prin calcul se trec in tabelul L12.1.

Tabelul L12.1.

ul1lp S=lcosp={Z=| R= | X=|Y=| G=| B=|P=|P=|Q=|Q=
o UL | P/S | U/ |Zcosg | Zsing | VU |Xcosg|Xsing| RI* | GU? | XI* | BU?
[VI|[A]] [W]|[VA] Q| [@] | [©] |[S]] [S] | [S] |[W]|[W][[VAR][VAR]
1.
2
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2. CONEXIUNEA iN SERIE A BOBINELOR

2.1. Conexiunea in serie a bobinelor necuplate magnetic

Pentru determinarea experimentald a parametrilor schemei electrice echivalenta
conexiunii in serie a doud bobine de impedante Z; si Z, necuplate magnetic, se
utilizeaza montajul din figura L12.5.

ATR

~220V
50Hz

Fig. L12.5.

La gruparea in serie a doud bobine de impedante complexe Z; si Z, se obtine
impedanta complexa echivalentd de forma:

Z=72,+7Z,=R, +jX] +R; +jX2 =R, +R; +j(X] +X2):R+jX; (L126)

R=R,+R,, X=X, +X2, Z=1(R, +R, )’ +(X; +X, )’ (L12.7)

Parametrii bobinei echivalente, R, X si Z, se pot determina fie prin calcul,
cunoscand din tabelul L12.1 parametrii celor doua bobine, R, X, Ry, X si utilizand rel.
( L12.6) s1 ( L12.7), fie prin masuratori efectuate cu ajutorul montajului din figura
L12.5.

Prin modificarea tensiunii aplicate circuitului cu ajutorul autotransformatorului
ATR se obtin mai multe regimuri de functionare. Rezultatele acestor masuratori precum
si a calculelor ce se efectueaza se trec in tabelul L12.2.

Tabelul L12.2.
S=|cosp=|{Z=| R= | X= R= = — R — w12
chi UITIP L ur | prs | UL | Zeoso | Zsing | R+ Ry X, +X,| T~ RE |Q=XI
[VI[A][W]| [VA] Q] [ | [Q | [Q] [©] [W] | [VAR]
1.
2.

Cunoscand parametrii celor doud bobine (R;, X;, Ry, X;) conectate in serie, se
poate trasa diagrama fazoriald a impedantelor complexe (fig. L12.6), in care toti
parametrii se traseaza la aceeasi scara kg (€2/mm):

+ E
R, =k, -0A, X, =k;-AB, Z =k,-OB;
R,=k,-BD, X,=k,-DE, Z,=k,-BE. Z2/7.) |ix
Se obtin astfel grafic parametrii bobinei echivalente 7 B (ple
gruparii in serie a celor doud bobine, z R, !
R =kr -OC, X =kg -CE, Z=Kr -OE, o) e PXi
. « e . o . R, A C +1
care trebuie sd coincidd cu cei determinati experi- '
mental (tabelul L12.2). Fig. L12.6.
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2.2. Conexiunea in serie a bobinelor cuplate magnetic

Pentru obtinerea parametrilor circuitului echivalent gruparii in serie a doud
bobine de reactantd cuplate prin inductie mutuald, functionand in regim permanent
sinusoidal, nu se mai poate recurge la gruparea impedantelor sau admitantelor complexe
cum s-a procedat in lipsa cuplajelor magnetice, ci € necesar sa se aplice teoremele lui
Kirchhoff care conduc la scheme electrice echivalente fara cuplaje magnetice, precum si
la obtinerea diagramelor fazoriale de tensiuni. Se pot obtine, de asemenea, si expresiile
puterilor electrice (P, Q, S).

M>0 M<0
SR
R; *;/L’l_\** L, R, R, % L, L, ¥ R R L
!1 Ui U | I Ui U I
U U U
a) b) 9)

Fig. L12.7.

La gruparea in serie a doud bobine cuplate prin inductantd mutuald M (cuplaj
adifional M > 0, fig. L12.7,a) si cuplaj diferential M < 0, fig. L12.7,b), aplicand teorema
de tensiuni a lui Kirchhoft se obtine sistemul de ecuatii

U, =RiI+joLI+joMI
(L12.8)
U, =R:I+joLl: I+ joMI
din care rezulta parametrii bobinei echivalente (fara cuplaje magnetice, fig. L12.7,c):
QZU] +U2 :(R] +R2)l+j(D(L] +L2 +2M)IZR+_](DL (L129)

Inductivitatea echivalentd L a gruparii in serie a celor doud bobine cuplate
magnetic, pentru cuplaj aditional si respectiv diferential, este:

L,=L,+L,+2M|>0, (L12.10)
Li=Li+L,-2M|>0. (L12.11)
Din aceste relatii rezulta expresia analiticd a inductivitagii mutuale:

M:%(La “L.). (L12.12)

Pentru a caracteriza cuplajul magnetic a doud bobine se utilizeaza coeficientul
de cuplaj magnetic k, definit cu relatia:
M

JL,L,

Parametrii bobinei echivalente (fig. L12.7,c) gruparii in serie a doud bobine
cuplate magnetic sunt totdeauna R si L (o rezistenta si o inductivitate echivalenta, rel. (
L12.9)). Trasand diagramele fazoriale de tensiuni (rel. L12.8 si L12.9) pentru cuplaj
aditiv (fig. L12.8,a) si cuplaj diferential (fig. L12.8,b), se pot pune in evidentad
defazajele o(U,I), o:(U,,I),p>(U,,I) si deci comportarea fiecarei bobine in parte (s-a

k= (L12.13)

exemplificat cazul unui cuplaj magnetic stréans, in care L; <[M|<L,).
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j
j
joL,l
U, joMI
u . .
- 0, | JoMI K JoLl  joLil
U Rol U, RII_ ‘\ﬂijI
joMI U
\ ®2
01 ) JjoLil o U
0 RiI I +1 0" R, I +1
a) b)
Fig. L12.8.

Din diagramele fazoriale prezentate, rezulta ca tensiunea U este defazatd totdea-
una Tnaintea curentului I, cele doud bobine grupate in serie cuplate magnetic se pot
substitui cu o bobind echivalenta (fig. L12.7,c). Pentru cuplajul diferential (fig. 6.7,b) si
pentru coeficien{i de cuplaj mari, una din tensiuni (U;, fig. L12.8,b) poate fi defazata in
urma curentului I, deci aceasta bobind se comporta in gruparea serie capacitiv.

Din relatiile ( L12.8) se pot determina si puterile aparente complexe cu
componentele lor, puterile reactive si active, de forma:

S, =U,I' =R I? + joL,I? + joMI*> =P, + jQ; P, >0; Q,>0;
S, =U,I =R,I? +joL,I* + joMI? =P, +jQ2; Py >0; Q,>0;
S=UI =RI’+joLI*=P+jQ;
Q=0(Li+L, +2M|)’ >0; P=P, +P, =(R, +R,)-1>>0. (L12.14)

Din bilantul de puteri si din diagrama fazoriala din fig. L12.8,b) rezulta ca,
pentru un cuplaj diferential (cuplaj magnetic strans), exista posibilitatea unui transfer de
putere reactivd prin cuplaj de la o bobina (pe care tensiunea este defazatd in urma
curentului, ¢ <0) la cealalta, puterea activa insa nu se transfera prin cuplaj magnetic.

Functionarea bobinelor de reactanta grupate in serie si cuplate magnetic in regim
permanent sinusoidal se pune in evidenta cu un montaj realizat dupa aceeasi schema
electrica prezentata in figura L12.5, apropiind insd de asta datd bobinele pentru a se
realiza cuplajul magnetic, aditional sau diferential. Modificarea tipului de cuplaj
magnetic, din adifional in diferential sau invers, se realizeaza prin inversarea bornelor la
una din cele doua bobine. Indicatiile aparatelor de masura se trec in tabelul L12.3 si se
calculeaza marimile indicate.

Tabelul 1.12.3.

S=|cosp=| tgo = = k= P=| Q=
Nr.|U|[TI|P X ) >
ert. UL| PS |9 00| RitR:| Rtgo Xa/ VXX, | RU | XI
[VI|[A]|[W]]|[VA] Q] | Q] |[Q] [W] | [VAR]
1 X,=

1*— cuplaj aditional; 2™ — cuplaj diferential.
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Rezistentele R; si R,, precum si reactantele proprii X; = oL, X; = oL, fiind
cunoscute (tabelul L12.1), se determind reactanfa mutuald X;,, = oM. Astfel, pentru o
pozitie a celor doud bobine cuplate magnetic, se efectueaza incercari experimentale
pentru cuplajul aditional (M > 0) si apoi pentru cuplajul diferential (M < 0), obtinut
prin schimbarea sensului curentului in una din bobine si se calculeazd reactantele
echivalente corespunzatoare X,, respectiv Xq. Reactanta mutuald X, se calculeaza cu
relatia ( L12.12) multiplicata cu o,

X :i(Xa ~X4). (L12.15)

Cunoscand X, = oM, cu datele din tabelul L12.3 se pot trasa, pentru diferite
regimuri de functionare, diagrame fazoriale de forma celor din figura L12.8.

3. CONEXIUNEA iN PARALEL A BOBINELOR

3.1. Conexiunea in paralel a bobinelor necuplate magnetic

La conectarea in paralel a bobinelor de reactantd necuplate magnetic si
caracterizate de cele doud admitante, Y1(Gi, B1) s1 Y2(Gz, By) (tabelul L12.1), se
parcurg aceleasi etape ca la gruparea lor in serie si anume: cu ajutorul montajului din
figura L12.9, mentinand bobinele la o distanta suficient de mare pentru a evita cuplajul
magnetic dintre ele, se masoara tensiunea, curentul si puterea activa si se trec valorile
acestora in tabelul L12.4. Se determind prin calcul parametrii bobinei echivalente
gruparii in paralel a celor doua bobine.

%,

ATR AW
[ ’ A — o
R] R2
~220V 71T 7
50Hz L L,
(e,
Fig. L12.9.
Tabelul L12.4.
_|cosp|Y=| G= B= G= B= | P= _ S =
Ni'UI Ploul| = 1210~ B - . =QBU2
et =P/S| /U | Ycoso | Ysing | G+G, | Bi+B, | GU? =P+ Q°
[VI[[AJ[[W]][VA] [S]| [S] [S] [S] [S] | [WI|[VAR]] [VA]

Parametrii bobinei echivalente gruparii in paralel a celor doud bobine se pot
determina si analitic {indnd seama de gruparea in paralel a impedantelor complexe
corespunzatoare celor doud bobine (Z, =1/Y1, Z, =1/Y>):
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Y=Y, +Y,=G,-jB,+G,-jB, =G-jB; (L12.16)

G=G,+G2;B=B+B:;Y=(G, +G,)* +(B, +B,)’ . (LI2.17)
+ Diagrama fazoriald a admitantelor complexe
Y1, Y, corespunzidtoare celor doua bobine cuplate in

+1 parametrii fiecarei bobine (tabelul L12.1) si rezultd de

G, A F paralel (rel. L12.16, L12.17), se traseazd cunoscand
' forma celei prezentate in fig. L12.10. In diagramai toti

G |
Y, C 2D parametrii se traseaza la aceeasi scara ky( S/mm ):

Y - - - —_
Y\ "] B, G, =k.-OA; B, =k.-AC; Y, =k, -0C;

_ _ _ (L12.18)
G2 :ks CD, B2 :ks DE, Y2 :ks CE

E Parametrii bobinei echivalente grupdrii in

Fig. L12.10. paralel (rel. L12.17) rezulta din diagrama fazoriald

(fig. L12.10), cat si analitic din tabelul L.12.4,
Y =k, -OE; G=k,-OF;, B=k, -FE. (L12.19)

3.2. Conexiunea in paralel a bobinelor cuplate magnetic

Se considera doud bobine conectate in paralel si cuplate magnetic prin
inductanta mutuala ca in figura L12.11.

I I I
O ) O . O—>
I L I, L
R] R2 R] R2 R
u M>0 u u
L, L, N L, L
*
(o, ® [ ®
a) b) c)
Fig. L12.11.

Functionarea in regim permanent sinusoidal se poate studia si in acest caz
analitic si experimental. Se aplica circuitelor din fig. L12.11, a) si b) teoremele lui
Kirchhoff si se obfine:

{QZRIL +joL I, + joMI, =Z,1,+Z,,1,

(L12.20)
U=R:I, +joL,I, + joMI, =2, -1, +Z,1,

in care inductivitatea mutuald M este pozitivda pentru cuplaj adifional (M>0, fig.
L12.11, a) si negativa pentru cuplajul diferential (M <0, fig. L12.11, b). Curentit I, I»
sil rezultd de forma:
I, :ZZ;ZH]Z'Q:I]G_N)I;
72,2,-7

=1= =m =1=

IN
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I R R I (L12.21)
Z Zl Zz _Zrzn -
iar impedanta Z a bobinei echivalente bobinelor conectate in paralel (fig. L12.11,c) este
Z,2,-Z7.
Z=R+joL=R+jX=-"=2=n_ L12.22
o 1o ! Z] +Zz _2Zm ( )
in cazul cand se pot neglija rezistentele, se obtine: '
N2 *J
Rz0, L=-l2=M_ (71593
L] + L2 -2M

Relatiile ( L12.20) si ( L12.21) permit trasarea
diagramelor fazoriale de tensiuni si curenti (fig.
L12.12). Este necesar insa sda se traseze mai Intai
diagrama fazoriald a curentilor (rel. L12.21), cunoscand
parametrii bobinelor grupate in paralel sau determinand
curentii experimental cu ajutorul montajului realizat
dupd schema din figura L12.13.

+1

Fig. L12.13.

Considerand tensiunea U = U origine de faza, fazele initiale ale curentilor sunt:

Vi ==Q1, Yi2 =—@2, Vi =—. (L12.24)
Defazajele ¢, ¢>si¢@ se pot determina din relatia ( L12.21), sau experimental (din
tabelul L12.5).
Si pentru gruparea in paralel a bobinelor cuplate magnetic se poate determina
bilantul de puteri utilizdnd rel. ( L12.20) care pune in evidentd si transferul puterilor
active si reactive de la o bobina la alta prin cuplajul magnetic.

S, =UI, =R, I? + oML, 1, sin(ys —y: )+ jloLiI? + @MI, 1, cos(yi —yi )| =Pr + jQu;

S, =UI, =R,I2 —oMI, L sin(y; —yi )+ jloL12 + oML, 1, cos(yi —yn )|= P2 +jQa;
L12.25)
Se noteaza cu 0 =vy; —yi» = @2 — @, unghiul dintre curentii I; si I, si rezulta:
S=UI'=S,+S, =P+jQ;
P=P +P,=R I’ +R,I; (L12.26)

Q=0Q,+Q,=0L I +oL,l; +20MI, cos6.

Aceste puteri electrice se pot determina experimental cu ajutorul montajului
prezentat in figura L12.13, precum si analitic, cunoscand in prealabil reactanta mutuala
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Xm= oM din tabelul L12.4, cat si parametrii proprii ai celor doud bobine (R, R,, X, X;
din tabelul L12.1). Pentru diferite regimuri de functionare obtinute prin reglarea
autotransformatorului ATR, se masoara tensiunea, curentii si puterile totalad si de pe cele
doua bobine si valorile acestor marimi se trec in tabelul L12.5.

La conectarea in paralel a bobinelor de reactantd cuplate magnetic, diagrama
fazoriald se traseaza dacd se cunosc parametrii celor doua bobine (R;, R,, X;, X, si
Xm), valorile efective ale curentilor I; si I, precum si fazele initiale ale acestora.
Impunand tensiunea U origine de faza, rezultad aceste faze initiale din rel. ( L12.21).

Tabelul L12.5.

= | cosp = Si =|cose,= S, =| €% P> I
- 1— —
Ne| UL DR o | s | I P o e, [P o | S| R Rl | PR
crt. P/S
[VI[[A[WI][VA] [AT|[W]|[VA] [AJ[[W][VA] (W] (W] | [W]
1.
2.

Tinand seama de relatiile (3.6) pentru bobine reale cuplate magnetic, se pot face
urmatoarele observatii privind defazajele curentilor I; si I, in raport cu tensiunea U:

a) curentul total I este defazat totdeauna in urma tensiunii U (defazaj inductiv,
@ind), fazorul | fiind situat in cadranul IV (fig. L12.12);

b) in functie de parametrii bobinelor (R;, Ry, X, X;) si marimea X,,, curentii
prin bobine I;, I, pot fi ambii defazati in urma tensiunii U, sau numai unul
dintre ei poate fi defazat Inaintea tensiunii (defazaj capacitiv, Qcap).

CONCLUZII

1. Studiul analitic si experimental pune in evidentd functionarea bobinelor reale
in regim permanent sinusoidal, atunci cand acestea prezintd sau nu cuplaje magnetice.

2. Metodele experimentale prezentate, simple si eficiente, permit determinarea
cu aproximatie buna a parametrilor bobinei.

3. Din rezultatele experimentale obtinute se pot trasa, de asemenea, pentru
fiecare caz in parte studiat, diagrame fazoriale de tensiuni si curenti si se pot efectua
bilanturi de puteri.

4. S-au pus 1n evidentd pentru fiecare caz in parte defazajele dintre curenti si
tensiuni, modul cum se comportd bobinele cu si fara cuplaje, conectate in serie si in
paralel.

5. La bobinele cuplate prin inductan{d mutualda se pune in evidentd transferul
puterilor active si reactive de la o bobina la alta prin cuplaj magnetic. De exemplu, de pe
diagrama fazoriald (fig. L12.12), se observa ca bobina 2 transfera putere activa bobinei
1, insd ambele absorb putere reactiva (P, >0, Q, >0, P, <0, Q,>0), in grupul celor
4 puteri numai cate una singura poate fi negativa.
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Lucrarea nr. 13

SUDIUL REZONANTEI iN CICRCUITELE CU BOBINA
NELINIARA. FENOMENUL DE FEROREZONANTA.

1. NOTIUNI TEORETICE

In circuitele electrice care contin bobine neliniare (cu miez de fier) si
condensatoare, se constatd fenomene de rezonanta specifice, diferite de cele din
circuitele cu elemente liniare.

Daca se conecteaza o bobind cu miez de fier in serie cu un condensator liniar §i
se variaza tensiuniea aplicatd la bornele circuitului, se ajunge — datorita dependentei
neliniare dintre tensiune si curent — ca la o anumitd valoare a tensiunii aplicate
circuitului, tensiunile la bornele bobinei si condensatorului sd aiba valori efective egale
si in opozitie de faza.

In circuitele liniare, la valori date ale inductivitatii si capacitatii condensatorului,
acest fenomen constituie rezonanta de tensiuni care se obtine exclusiv prin variatia
frecventel.

In circuitele neliniare, cu bobind si condensator in serie, fenomenul de
rezonantd, denumit ferorezonanta serie, intervine, la o frecventd datd, exclusiv prin
variatia tensiunii aplicate. Circuitul se numeste ferorezonant.

Daca se conecteaza o bobina cu miez de fier in paralel cu un condensator si se
variaza intensitatea curentului, se ajunge ca la o anumita valoare a curentului la bornele
circuitului, curentii prin bobina si condensator sa aiba valori efective egale si in opozitie
de faza, fenomen numit ferorezonanta paralel. Circuitul se numeste antiferorezonant.

1.1. Ferorezonanta circuitului serie

Se considera circuitul serie din figura L13.1 care contine o
bobina neliniara L (cu miez de fier) si un condensator C, presupus
liniar, alimentat de la o sursa de tensiune sinusoidala. L

. . e . . . . - u
Desi bobina este neliniard, pentru excitatie sinusoidala, -

u(t) = V2Usin ot tensiunile la bornele elementelor de circuit vor
fi tot sinusoidale si ecuatia de tensiuni a circuitului se poate scrie Ue (__ C
in complex simplificat, iar caracteristica tensiune — curent

rezultantd U(I) in valori efective se obtine prin insumarea ten- o——
siunilor in opozitie de faza ale bobinei Uy si condensatorului Ug : Fig. L13.1.

U=U, +Uc; U=UL-Uc. (L13.1)

Daca se neglijeaza pierderile in fier si rezistenta bobinei, caracteristica tensiune—
curent (volt—amper) Ur(I) a acesteia are forma curbei de magnetizare ¢ = (i) si este
reprezentata 1n figura L13.2. Caracteristica tensiune—curent a condensatorului Uc(I) este
o dreapta trasatd in cadranul IV, deoarece tensiunile up si uc sunt in opozitie de faza.
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Fig. L13.2.

Daca panta caracteristicii Uc(I) este in valoare absolutd mai micd decat panta
tangentei in origine (t) la curba Uy (I), caracteristica tensiune — curent a circui-tului, U(I)
= Ur(I) — Uc(l), prezintd o concavitate in cadranul I, intersecteaza axa absciselor in
punctul Mg si are in cadranul IV aproximativ forma unei drepte.

Pentru a urmari mai usor rationa-mentul, s-a trasat in cadranul I, ramura din
cadranul IV a curbei U(I). Daca panta carac-teristicii Uc(I) este mai mare decat panta
tangentei 1n origine la curba Ur(I), nu apare fenomenul de ferorezonanta. Dand valori
crescdtoare tensiunii aplicate, punctul de functionare M se deplaseazd pe ramura OM; a
caracteristicii U = U(I). Pe aceastd ramura, la valori crescatoare sau descres-catoare ale
tensiunii U, corespund valori crescatoare sau descrescatoare ale curentului I, adicd pe
aceastd ramura functionarea este stabila. La o crestere pozitiva a tensiunii U, punctul de
functionare trece din pozitia M; caruia 1i corespunde curentul I}, in pozifia M; cdruia i
corespunde curentul I, (propriu-zis, punctul de functionare trece din M; in M, pe
ramura curbei U(I) din cadranul 1V, dar pentru usurinta urmaririi pe diagrama se va
utiliza ramura curbei din cadranul I). In punctul M; curentul este discontinuu, deoarece
la o crestere infinit mica a tensiunii aplicate AU corespunde o crestere finitd a

curentului, I, —I,. Totodatd are loc o rasturnare de fazi: in punctul M; curentul este

inductiv deoarece predomind reactanta inductivd, iar in punctul M; curentul este
capacitiv si predomind reactanta capacitiva. Conti-nuand cu cresterea tensiunii aplicate,
punctul de functionare se deplaseaza pe ramura MM, tensiunea fiind defazatd in urma
curentului. Dacd din punctul M; se reduce tensiunea, curentul descreste si se ajunge in
punctul Mg, 1n care tensiunea e nuld, curentul nu este nul, avand intensitatea Iz. Acest
punct n care tensiunile la bornele bobinei si condensatorului sunt egale si in opozitie de
faza si deci UL —Uc =0, iar curentul este finit, se numeste de rezonanta.

Pe ramura MM, la valori crescatoare sau descrescatoare ale tensiunii aplicate,
corespund valori crescatoare, respectiv descrescatoare ale curentului, prin urmare pe
aceasta ramura functionarea este stabila.

Pe ramura M;My functionarea este instabild, deoarece la valori crescdtoare sau
descrescatoare ale tensiunii, corespund valori descrescatoare, respectiv crescatoare ale
curentului. Pe ramura MMy , pentru valori ale tensiunii aplicate cuprinse intre 0 si U,
curentii pot avea trei valori: de exemplu pentrulU = U, sunt posibile trei intensitagi ale
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Fig. L13.3.

. ' P . . . . . . - . .
curentilor Is,I5sil5, din care prima si ultima corespund unei functiondri stabile,
respectiv cvasistabile. Urmeaza ca punctul de functionare nu parcurge ramura M;Mg ,
nici la cresterea si nici la reducerea tensiunii aplicate.

In realitate, rezistenta infisurdrii bobinei si pierderile in fier nu sunt nule,
acestea putand fi echivalate printr-o rezistenfa R inseriatd cu bobina neliniard si cu
condensatorul presupus liniar (fig. L13.3,a). In acest caz caracteristica circuitului
ferorezonant se modifica ca in figura L13.3,b (s-a trasat cu linie Intrerupta caracteristica
circuitului fara pierderi).

Daca se conecteazd in serie cu bobina o rezistentd mare, se poate obfine ca
punctul de functionare s se deplaseze continuu pe intreaga caracteristica U(I).

1.2. Ferorezonanta circuitului paralel

Se conecteazd bobina cu miez de fier in paralel cu condensatorul liniar de
capacitate C si se injecteaza un curent sinusoidal i(t) = V2 1sin ot (fig. L13.4,a).

Tensiunea u la bornele bobinei si condensatorului este nesinusoidala datorita
nelinia-ritatii bobinei si se Inlocuieste cu o tensiune echivalentd sinusoidala. Notand cu
iL §1 ic curentii prin bobina si prin condensator, curentul prin circuit va fi:

i:iL+iC (L132)

y ~

a)
Fig. L13.4.

Se alege capacitatea condensatorului astfel incat panta caracteristicii curent —
tensiune Ic(U) a condensatorului sd fie mai mare decat panta in origine, in valoare
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absolutd, a caracteristicii curent — tensiune I;(U) a bobinei. In acest caz, caracteristica
curent — tensiune a circuitului paralel, I = I(U), are o concavitate in cadranul I,
intersecteaza axa absciselor in punctul Mg si are in cadranul IV aproximativ forma unei
drepte (fig. L13.4,b).

Forma caracteristicii [=I(U) in planul (I,U) pentru circuitul paralel, este
asemana-toare cu forma caracteristicii U = U(I) in planul (U,I) pentru circuitul serie,
rationamentul este acelasi, problemele fiind duale.

Pentru a obtine reglarea continua a intensitd{ii curentului absorbit, se conecteaza
in serie cu circuitul paralel un rezistor a carui rezistentd este mult mai mare decat
impedanta echivalentd a circuitului LC paralel.

In realitate, pierderile in fier si rezistenta infisuririi bobinei nu sunt nule si se
pot echivala printr-un rezistor de conductantd G, presupus liniar, conectat in paralel cu
bobina si condensatorul ca in figura L13.5,a). Caracteristica curent — tensiune [ =I(U)
are forma din figura L13.5,b), fiind obtinutd din insumarea caracteristicii initiale (trasata
cu linie intreruptd) cu cea a rezistorului paralel, Ig(U), presupusa liniara.

Daca se conecteaza circuitul paralel la o sursa cu rezistentd interioara mica si se
variaza tensiunea U, se poate obtine ca punctul de functionare sd se deplaseze continuu
pe intreaga caracteristica.

o |
I I Ic 15 N,
oo . N IO N
u c=— 1l i 777 L
NN 1U
N/, i l
Imin‘ o —— b ———
° "\ ! \_L/ :
- 00U, U Uz U U
a) b)
Fig. L13.5.

2. MODUL DE LUCRU

2.1. Ferorezonanta serie

Se realizeaza un montaj pentru ferorezonanta circuitului serie dupd schema
electrica din figura L13.6.

ATR

220V

Fig. L13.6.

O Cu rezistenta R de valoare mare in circuitul de alimentare (sursa de curent),
se regleaza cu ajutorul autotransformatorului reglabil ATR tensiunea de alimentare §i se
citesc curentul I, tensiunea U la bornele circuitului LC serie si tensiunile pe bobina Uy si
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pe condensator Uc. Valorile acestora se trec in tabelul L13.1 si se traseaza prin puncte,
pe acelasi grafic, caracteristicile U(I), Ur(I) s1 Uc(I) dupa datele trecute in tabel.

Tabelul L13.1

I [A]
U [V]
UL [V]
Uc [V] .o

@® Cu rezistenta R scoasa din circuit se traseaza caracteristica U(I) de tipul celei
din fig. 1.4 in care se pun in evidenta salturile de curent.

2.2. Ferorezonata paralel

Se realizeazd montajul pentru circuitul ferorezonant paralel dupd schema
electrica din figura L13.7.

ATR R

220V Cv)

Fig. L13.7.

O Cu rezistenta R scoasd din circuit se masoara curentii I, Ip si Ic la variatia
tensiunii de alimentare U. Datele se trec In tabelul L.13.2. Se traseaza caracteristicile
I(U), IL(U) si Ic(U).

Tabelul L13.2

U [V]
I [A]
I [A]
Ic [A]

@® Cu rezistenta R de valoare foarte mare (sursa de curent sinusoidal) se iau
datele si se traseaza caracteristica I(U). Se pun 1n evidentd discontinuitatile tensiunii la
bornele circuitului ferorezonant paralel.
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Lucrarea nr. 14

STUDIUL CIRCUITELOR TRIFAZATE SIMETRICE $I
ECHILIBRATE iIN REGIM PERMANENT SINUSOIDAL

1. NOTIUNI TEORETICE

1.1. Sisteme trifazate simetrice de marimi sinusoidale

Circuitele electrice trifazate se utilizeazd pe scard largd in producerea,
transportul si distributia energiei electrice.

Cel mai simplu sistem trifazat contine un generator de energie electrica trifazat,
o linie electrica de transport cu trei conductoare principale (de faza) si un receptor
trifazat.

Un circuit electric trifazat este un ansamblu de trei circuite monofazate cu
legaturi conductoare intre ele parcurse de curenti de aceeasi frecventa, defazati intre ei,
fiecare circuit monofazat component constituind o faza. Sistemele de marimi de aceeasi
naturd (tensiuni, curenti, t.e.m., etc.) care existd iIntr-un circuit trifazat se numesc
sisteme trifazate. In aceastd lucrare se considera circuitele trifazate in care tensiunile si
curentii sunt marimi sinusoidale ce formeaza sisteme trifazate simetrice.

Un sistem trifazat simetric de succesiune directd de marimi sinusoidale
(tenstuni, de exemplu) este constituit din trei marimi sinusoidale de aceeasi frecventa,
avand valori efective egale, fiecare marime fiind defazata in urma celei care ii precede
cu un unghi egal cu 27/3:

u; (t)=+2Usin(ot+a)

uz(t)zﬁUsm(wtm—zT“) (L14.1)
us(t)= ﬁUsin(coHoc—%)

Sistemul trifazat este de succesiune inversa dacad fiecare marime (tensiune) este
defazatd in inaintea celei care 1i precede cu un unghi egal cu 27/3;

u; (t)=+2Usin (ot +a)

uz(t)zﬁUsm(wtmﬂT“) (L14.2)
u3(t):ﬁUsin((ot+oc+4Tn)

Sistemele trifazate sinusoidale se pot reprezenta simbolic, de exemplu in com-
plex simplificat. Utilizdnd operatorul de rotatie in complex cu unghiul 27t/3, notat cu a,

21 _i2n
a:ej3 :_%4._]'@, a2 :a_] =e 3 :—%—jg, (L143)
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fazorii complecsi ai sistemului trifazat simetric de succesiune directd (L14.1) se scriu

U, =Ue*, U,=a’U,, U,=a-U, (L14.4)
iar cei ai sistemului trifazat simetric de succesiune inversa (LL14.2) sunt

U, =Ue*, U,=aU, U,=a’U,. (L14.5)

Diagramele fazoriale corespunzatoare celor doua tipuri de sisteme trifazate sunt
prezentate in figura L14.1.

+j +
U, =al, §§\eias direct U, =al, S‘e(n\s\ invers
21 \\\ 2n \\\
3 > . Uy, 3 \ U,
a \ o'
47\ 0 J +1 4?7[ 0 +1
3 ~2n /2n
3 3
2 2
U,=a"l, U,=a"1,
a) b)

Fig. L14.1. Reprezentarea fazoriala a sistemelor trifazate simetrice: a) sistemul
de succesiune directd; b) sistemul de succesiune inversa.

Din expresiile analitice (L14.1) si (L14.2), din reprezentarile lor simbolice
(L14.4) si (L14.5), precum si din diagramele de fazori din fig.L14.1, rezulta ca,
totdeauna, suma marimilor sinusoidale ale unui sistem trifazat simetric este nula:

w+u,+u;=0; U +U,+U,=0. (L14.6)

Sistemele trifazate simetrice de tensiuni sinusoidale aplicate retelelor electrice
de alimentare sunt in mod normal de succesiune directa si sunt produse de generatoarele
trifazate din centralele electrice de diferite tipuri: termoelectrice, hidroelectrice,
nuclearo-electrice. Principial, un generator electric trifazat este o masind electrica
rotativa, avand trei infasurari dispuse simetric pe circumferinga statorului in care campul
magnetic produs de rotor induce trei tensiuni electromotoare ce formeazd un sistem
trifazat simetric.

Un receptor trifazat si o linie electrica trifazatd de alimentare cu energie electrica
se pot caracteriza cu ajutorul impedantelor fazelor. In cazul in care, atit receptorul
trifazat, cat si linia electrica trifazatd au impedantele fazelor identice, sistemul trifazat
linie-receptor se numeste echilibrat, impedantele pe faze fiind de forma:

Ly=2L,=2Ls=2,= Zrejq)r; Lyn=2pn=2s=2,= Zie™ (L14.7)

Circuitele electrice trifazate liniare functioneazd in regim permanent sinusoidal
(r.p.s.) simetric si echilibrat dacd tensiunile retelei de alimentare sunt sinusoidale si
formeaza sistem trifazat simetric, iar linia si receptorul au impedantele fazelor identice
(L14.7). In acest regim toate sistemele trifazate de marimi (tensiuni, curenti, t.e.m.,
fluxuri magnetice, etc.) formeaza sisteme trifazate simetrice de aceeasi succesiune.
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Fazelor circuitelor trifazate se conecteazd in stea sau in triunghi. De regula,
infagura-rile generatoarelor trifazate din centralele electrice se conecteaza in stea, iar
impedantele de faza ale receptoarelor se conecteaza, atat in stea, cat si in triunghi.

In cele ce urmeazid se considerda circuitele trifazate liniare, simetrice si
echilibrate, in regim permanent sinusoidal, de tip generator - line — receptor, conectate
in stea si in triunghi. Se noteaza cu R, S, T bornele generatorului si cu A, B, C bornele
receptorului.

1.2. Conexiunea in stea a sistemelor trifazate

Circuitul trifazat In conexiunea stea se obtine unind inceputurile fazelor la
generator si respectiv la receptor, in cate un punct comun, numit punct neutru sau de nul
al generatorului 0, respectiv al receptorului N (fig. L14.2). Conductorul care uneste
neutrul receptorului N cu neutrul generatorului O (trasat cu linie intrerupta in fig. L14.2)
se numeste fir neutru sau conductor de nul.

Linie trifazata

Fig. L14.2. Conexiunea in stea a sistemelor trifazate.

Curentii electrici care circulda prin fazele generatorului, respectiv prin
impedantele de faza ale receptorului, se numesc curenti de faza la generator, respectiv la
receptor. Curentii care circuld pe conductoarele liniei, I;,1¢, 1, se numesc curenti de

linie. Se constata ca la conexiunea in stea, curentii de faza coincid cu cei de linie si deci,
au valori efective egale. Curentii de linie, formand sistem trifazat simetric, suma lor este
nula. Prin urmare, curentul prin firul neutru este nul,

Iy=Ix +Is+1; =0 (L14.8)
si deci, in cazul sistemelor trifazate simetrice si echilibrate, firul neutru poate lipsi.
Tensiunile electrice pe fazele generatorului,U;,Ug, U, respectiv tensiunile
electrice de pe impedantele de sarcind ale receptorului, U,,Uy,U., se numesc
tensiuni de faza, simple sau stelate, la generator, respectiv la receptor.

Tensiunile electrice dintre bornele generatorului,Uyg, Uy, U, egale cu
tensiunile dintre conductoarele liniei la generator, respectiv tensiunile electrice dintre
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bornele receptorului, U ,;, Uy, U, , egale cu tensiunile dintre conduc-toarele liniei la

receptor, se numesc fensiuni de linie sau compuse, la generator, respectiv, la receptor.
Tensiunile de faza ale generatorului sunt simetrice §i se scriu:

U, =UPe™ =U; Ug=a’Uy; Uy =aly”. (L14.9)
Tensiunile de linie la generator se exprima in functie de tensiunile de faza astfel:
Ups =Ugr —Us; Uy =Us—Uy; Upg =Ur —Uy. (L14.10)

In figura L14.3 se prezintd diagrama fazoriali a tensiunilor si curentilor la
generator. S-a luat ca referinta sistemul tensiunilor de faza, Uy, Ug, U, in raport cu

care, utili-zdnd (L14.10), s-au construit fazorii tensiunilor de linie Ugg, Ugp, Upg .

Fazorii tensiunilor de linie pot fi translatati ca in figura, formand astfel laturile unui
triunghi echilateral la care tensiunile de faza au modulul egal cu raza cercului
circumscris triunghiului. Pe diagrama fazoriald s-au reprezentat si fazorii curengilor,
L, L, I, presupunind un defazaj @, al acestora fatd de tensiunile de faza la generator.

Usr

Fig. L14.3. Diagrama fazoriala la generator.

Din diagrama fazoriald se constata ca si tensiunile de linie formeaza sistem
trifazat simetric, fiind defazate cu un unghi egal cu n/6 (30°) inaintea tensiunilor de
fazd si avand valoarea efectivd (modulul) de /3 ori mai mare ca vaoarea efectivi a
tensiunilor de faza: U =3 Uy

Relatii similare cu (L14.9) si (L14.10) pot fi scrise si pentru tensiunile de faza si
respectiv de linie la receptor:

U, =UY%™ =U"; U, =a’U"; U, =alU!”, (L14.11)
respectiv U =Us—Ups Upe=Up-Ues Ugy =Uc-U,. (L14.11)
Diagrama fazoriald a tensiunilor la receptor este similara celei de la generator si

deci tensiunile de linie la receptor formeaza, de asemenea, sistem trifazat simetric, fiind
defazate cu cu 7t/ 6 inaintea tensiunilor de fazi si avand valoarea efectiva de +/3 ori mai

mare ca valoarea efectiva a tensiunilor de faza: U\’ =+/3 U}’ .
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In concluzie, la conexiunea in stea a circuitelor trifazate simetrice si echilibrate,
functionand in regim permanent sinusoidal, valoarea efectiva a tensiunilor de linie este
J3 ori mai mare ca valoarea efectivd a tensiunilor de fazi, iar valoarea efectivi a
curentilor de linie este egald cu valoarea efectiva a curentilor de faza:

U, = \/gUf
=1

(L14.12)

In circuitele electrice trifazate simetrice si echilibrate in r.p.s., totdeauna curentul
I, sitensiunea U, sunt nule pe conductorul neutru. Rezulta ca si puterile electrice pe
conductorul neutru sunt nule. in acest caz, puterile electrice activd P, reactivd Q si
aparentd S se determina ca fiind de trei ori puterea respectiva pe o faza. De exemplu, la
receptor, aceste puteri se calculeaza astfel:

P =3U{"I; cos ¢, =3U;"], cos @,;
Q =3U{"I; sin ¢, =3U}"; sing,; (L14.13)
S =3UL; =3U;"L;

in care o, este unghiul de defazaj dintre tensiune si curent pe fazele receptorului.

1.2. Conexiunea in triunghi a sistemelor trifazate

Circuitele trifazate In conexiunea triunghi se realizeaza unind sfarsitul primei
faze cu Inceputul fazei urmatoare, s.a.m.d., iar punctele comune constituie bornele de
acces. Intrucat generatoarele electrice nu se conecteaza in triunghi, se considera schema
de principiu a sistemului cu receptorul conectat in triunghi, prezentata in figura L14.4.

La conexiunea in triunghi a receptorului trifazat, tensiunile de fazd coincid cu
tensiu-nile de linie la receptor, insi curentii de faza si de linie diferd. In regim
permanent sinusoidal, simetric si echilibrat, intre curentii de linie I,,1;,1. si de faza

L5515, s, la receptorul conectat in triunghi exista relagiile:

lA :lAB _lCA; lB :lBC _IAB; lc :lCA _IBC' (L14-14)

Fig. L14.4. Conexiunea in triunghi a receptorului trifazat
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Tensiunile de faza la receptor fiind simetrice si
curentii de faza formeaza sistem trifazat
simetric, fiecare fiind defazat fatd de tensiunea
de faza omoloaga cu acelasi unghi, ;.

In figura L14.5 s-a construit diagrama
fazoriald a curentilor la receptorul conectat in
triunghi luind ca referintd sistemul simetric al
tensiunilor de faza, identice cu cele de linie la
receptor. Atat din diagrama fazoriald, cat si pe
baza relatiilor (L14.14), se verifica usor ca si
curentii de linie formeaza sistem trifazat
simetric, fiind defazati in urma curengfilor de
fazd cu un unghi egal cu n/6 (30°) si avand
valoarea efectivi de +3 ori mai mare ca Fig. L14.5.
valoarea efectiva a curentilor de faza.

In concluzie, la conectarea in triunghi a circuitelor trifazate, simetrice gi
echilibrate, functionand in regim permanent sinusoidal, tensiunile de linie coincid cu
tensiunile de faza, avand valori efective egale, iar curentii de linie au valoarea efectiva
de \[3 ori mai mare ca valoarea efectivi a curentilor de fazd:

U, =Us
I[ :'\/glf .

Puterile electrice reprezinta, ca si in cazul conexiunii In stea, triplul puterilor
electrice pe o faza si se determina cu aceleasi expresii (L14.13). in care ¢f reprezinta tot
defazajul dintre tensiunea si curentul pe faza. Prin schimbarea conexiunii receptorului
din stea in triunghi, impedantele pe faze nu se modifica, insd tensiunile si curentii de

(L14.15)

faza cresc de /3 ori si deci, puterile electrice cresc de trei ori. De aceea la pornirea
motoarelor electrice trifazate cu conexiunea in triunghi, pentru a se diminua socul
produs in retea, se conecteaza fazele in stea, iar dupa pornire, cu ajutorul comutatorului
stea-triunghi, se conecteaza in triunghi. Unul din cele mai raspandite receptoare trifazate
il constituie masina electricd, asincrond sau sincrond. In intrefierul acestei masini se
produce un camp magnetic invartitor.

1.4. Campul magnetic invartitor

Se considera un receptor trifazat echilibrat format din trei bobine identice,
fiecare cu N spire si avand, de exemplu sectiunea patratd, asezate simetric, fie in forma
de stea, fie in triunghi, in asa fel incat si cuplajele magnetice dintre bobine sd fie
simetrice. In continuare se considera cele trei bobine identice dispuse simetric in spatiu
dupa laturile unui triunghi echilateral (cu axele la 120°, fig. L14.6) si parcurse de un
sistem trifazat simetric de curenti sinusoidali de succesiune directa

iy =~/2 Isin(wt+p)
i=2 Isin(wtﬂs—%“) (L14.16)
i :ﬁlsin(wtﬂS—z?“)
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Inductiile magnetice produse de cele trei
bobine parcurse de curentii i (k = 1,2,3) in
punctul O formeaza un sistem trifazat
simetric de forma:

B =1, -Busin(ot +p)
B, =, -Bmsin(wtﬂs—%“) (L14.17)

B, =1; -Bmsin(wt+B—2?n)

X
in care valoarea maximda B, a inductiei i
magnetice in acest caz este °
I
Bu _ 63 pNL (L14.18)
w7a o :
Inductia magnetica rezultanta B 1in centrul Fig.L14.6
0 al triunghiului format din cele trei bobine
este
B=B,+B,+B; =B,i+B,]j (L14.18)
B, = Q(Bz -B;3)= 3B, cos(ot + )
in care: 2 2 (L14.19)
B, =B, —%(Bz +B3) :%-Bm cos(ot +)
Modulul si argumentul inductiei magnetice rezultante B va fi
B
B=4B,’ +B,’ :%-Bm; tgoc:By = tg(ot +B) (L14.20)

La aceeasi concluzie (L14.20) se ajunge determinand inductia magnetica
rezultanti B pe cale graficd asa cum se aratd in figura L14.6. Inductia magnetici
rezultanti B in punctul O are modulul constant (L14.20), se roteste cu viteza
unghiulard o (egald cu pulsatia curentilor), in sens orar si afixul lui B descrie un cerc.
Daca se inverseaza doud bobine intre ele, sau se schimba doua faze intre ele, bobinele
ramanand fixe, se obtine tot un camp magnetic invartitor de tip circular, dar care se
roteste in sens invers orar. Aceste situatii de functionare se pot pune usor in evidenta,
dacd 1n punctul O se introduce un ac magnetic.

2. VERIFICARI EXPERIMENTALE

2.1. Circuitul trifazat in conexiunea stea

Se realizeaza montajul dupa schema figura L14.7 reprezentand un circuit trifazat
echi-librat format dintr-un receptor constituit din trei bobine identice b;, by, bs,
conectate in stea si dispuse simetric n spatiu, alimentat cu tensiuni simetrice prin
intermediul a trei reostate Ry, de la un transformator trifazat TR cu infasurarile conectate
in stea (conexiunea Yy,).
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3x380/220V, 50Hz

11

permanent sinusoidal simetric si echilibrat procedand astfel:
se regleaza curentii de linie cu ajutorul reostatelor Ry, astfel incat valorile lor

Fig. L14.7. Schema de montaj pentru circuitul in conexiunea stea.

Se verifica functionarea circuitului trifazat cu conexiunea in stea in regim

a)

efective indicate de ampermetrele A;, A, A;sa fie egale;

b)

fie egale: Uag=Upc =Ucp = Ul; Uan= Uy = Ucn = Us.
Daca conditiile a) si b) sunt satisfacute, diferenta de potential Uy dintre neutrul
receptorului si neutrul secundarului transformatorului este nuli. In aceste conditii,
circuitul functioneaza in r.p.s. simetric i echilibrat. Se realizeaza o succesiune de
regimuri echilibrate, modificand reostatele Ry, incat valorile efective ale curentilor de
linie sd fie egale. Valorile marimilor masurate se trec in tabelul L14.1.

se masoara valorile efective ale tensiunilor de linie si de faza care trebuie sa

Tabelul L14.1.
Nr' I,=1 U U & P COS(pr P= 3Pf: Q = 3Qf: S = 3UfIf =
ert| | T "1Ue | " [=PAUIY| = 3Us cosor | = 3UcIsings | = /P2 +Q?
[A] | [V] | [V] [W] [W] [VAR] (VA)
1.
2.

3x380/220V, 50Hz

11}

2.2. Circuitul trifazat in conexiunea triunghi

Se realizeaza montajul dupd schema din figura L14.8 in care bobinele
receptorului sunt conectate in triunghi.

TR

*

oN et
Clraa
O

Fig. L14.8. Schema de montaj pentru circuitul in conexiunea triunghi.
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Ca si in cazul circuitului in conexiunea stea, presupunand tensiunile din
secundarul transformatorului TR simetrice si receptorul echilibrat, circuitul trifazat cu
receptorul in conexiunea triunghi din figura L14.8 functioneaza in regim permanent
sinusoidal simetric si echilibrat atunci cand valorile efective ale curentilor de linie sunt
egale. Regland reostatele Ry, se obtin regimuri de functionare echilibrate a caror marimi
sunt prezentate in tabelul L14.2.

Tabelul L14.2.
Nr. I[ Q = \/g Q': Sin(pr = P= 3Pf: S= 3UfI =
Ir | — | U=U '
crt. b e I | Q = V3 Ul sing, | = Q/(Ul) | = 3Udcose, |=4/P? +Q°
[A]]| [A] [V] |[VAR] [VAR] [W] (VA)

Pentru determinarea puterilor se monteaza wattmetrul cu bobina de curent
inseriatd pe faza A a liniei de alimentare si cu bobina de tensiune se conectatd intre
fazele B si C (fig. L14.8). In aceasta situatie, conform diagramei fazoriale din figura
L14.5, wattmetrul va indica o putere reactiva data de relatia:

Q'=Uasla cos(U 5,1, )= Unsla cos(g—(prj =U,1,sin@, _Q (L14.21)

V3

in centrul triunghiului format din cele trei bobine, atat la conexiunea in stea, cat
si in triunghi, se plaseazd un ac magnetic Am. Daca curentii ce parcurg bobinele
formeaza un sistem trifazat de succesiune directd, acul magnetic se va roti in sensul
orar, iar dacd succesiunea fazelor este inversa, acul magnetic se va roti in sens invers
orar.

2.3. Continutul referatului

Pe baza valorilor masurate sau calculate din cele doua tabele se vor construi
diagramele fazoriale de tensiuni si curenti pentru receptorul conectat in stea si in
triunghi.

Se vor consemna concluziile desprinse referitoare la cele doua tipuri de
conexiuni ale circuitelor trifazate echilibrate alimentate cu tensiuni simetrice sinusoidale
si cele referitoare la producerea campului magnetic invartitor.
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Lucrarea nr. 15

CIRCUITE TRIFAZATE DEZECHILIBRATE
iN REGIM PERMANENT SINUSOIDAL

1. NOTIUNI TEORETICE GENERALE

Circuitele electrice trifazate dezechilibrate au impedantele echivalente ale
fazelor diferite, ceea ce determina nesimetria sistemelor de curenti si tensiuni chiar si in
situatia in care sistemul tensiunilor de alimentare este simetric. in practica si in unele
tratate se utilizeazd notiunile de dezechilibru simplu pentru situatia in care sistemul
tensiunilor de alimentare este simetric si receptorul este dezechilibrat si de dezechilibru
total pentru situatia in care sistemul tensiunilor de alimentare este nesimetric si
receptorul trifazat este dezechilibrat. Cu aceeasi semnificatie se utilizeazd uneori si
notiunile de nesimetrie simpla si nesimetrie totalda.

Analiza acestor circuite se efectueaza, fie prin metoda directd (cu ajutorul
metodelor de analiza a circuitelor liniare in regim permanent sinusoidal), fie prin
metoda indirecta — metoda componentelor simetrice.

In cadrul lucrarii se studiazi o categorie raspanditd in practici de circuite trifa-
zate dezechilibrate fara cuplaje magnetice, functionand in regim permanent sinusoidal.

Fie un receptor trifazat dezechilibrat (cu impedantele fazelor diferite) in conexi-
unea stea cu fir neutru (fig. L15.1), caruia i se aplica un sistem trifazat nesimetric de
tensiuni de faza notate cu Ujg, Usg , Usp.

2

b)
Fig. L15.1: a) Receptorul trifazat dezechilibrat conectat in stea n stea cu fir neutru;
b) diagrama fazoriala tensiunilor de faza.
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Curentii pe fazele receptorului dezechilibrat in conexiunea stea cu fir neutru (fig.
L15.1,a) se determina cu relatia

lk:Xk(yk _yN):XkaNa k=1,2,3 (L15.1)

unde Y, =1/Z, (k= 1, 2, 3) sunt admitantele fazelor receptorului.
Aplicand teoremei a I-a Kirchhoff in punctul neutru (N) al receptorului, rezulta:

11 +12 +13 :lN :XNQNO’ (L15-2)

unde Uyo=Vn—V, este cidderea de tensiune pe conductorul de nul (deplasarea
neutrului) cu admitanta Yy =1/Zy . Inlocuind curentii I, dati de (L15.1) in (L15.2),
expresia tensiunii Uno, numita si deplasarea neutrului , rezulta:

U YU, Y, U, +Y U,
=N Y +Y,+Y;+Yy

(L15.3)

incare U, =V, -V,,k=1,2,3. Tensiune Uyo are modulul (valoarea efectivd) maxim
atunci cand conductorul neutru lipseste (Y, =0 , rel. L15.3).

in cazul particular in care receptorul este echilibrat Y, =Y, =Y; =Y, tensiunea
Uno Intre neutrul receptorului (N) si neutrul retelei de alimentare (0) devine:
- cand conductorul neutru exista

_ U +Uy+Us .

Uno= 3+YN/Y (L15.4)
- cand conductorul neutru lipseste:
QNO:QIO +Q320 + Uy _ (L15.5)

Tensiunile pe fazele receptorului dezechilibrat Uky, se obtin aplicind teorema a
II-a Kirchhoff ochiurilor [k,N,0,k]: Uxn = Uko — Uno, k=1, 2, 3. Rezulta astfel:

Y, U, -Y;U; +Y Uy,

UNTTY Y, Y, Yy
Y;Up—-Y, U+ YUy
U =T Y, Y, 1 Y (L1>0)
:Xlgm -Y,Uyp+Y Uj,
=N Y +Y,+Y5+Yy

Sistemul trifazat de curenti de linie I;, I, I3 se obtine cu rel. (L15.1) in care se
inlocuiesc tensiunile Uxy date de rel. (L15.6).

L=Y Y,Up-Y;U; + YUy
T Y+ Y, + Y+ Y

Y Uy —-Y Up + YUy
Y +Y,+Y;+ Yy

L=Y Y U; —YoUp +YnUsg
P Y +Y, +Y5+Yy

Lo

Y,

2

(L15.7)

In lipsa conductorului de nul, aceste relatii se particularizeaza pentru Yy = 0.
In fig. L15.1,b) s-a trasat diagrama fazoriali a tensiunilor de faza.
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2. PARTEA EXPERIMENTALA

2.1. Receptoare trifazate dezechilibrate

Existd situatii diferite in care circuitele electrice trifazate functioneaza in r.p.s.
dezechilibrat, atat in functionare normala cu receptoare dezechilibrate, ca de exemplu
consumatori industriali, casnici, iluminat, etc., cat si in regim de avarie (scurtcircuite
sau intreruperi pe faze).

De asemenea, existd si anumite dispozitive a caror principiu de functionare se
bazeazd pe nesimetria tensiunilor sau curentilor la receptorul trifazat. Un astfel de
dispozitiv il constituie cel pentru determinarea experimentald a succesiunii fazelor unui
sistem trifazat simetric de tensiuni. In acest caz, receptorul trifazat nesimetric cu
conexiunea stea, contine pe primele doud faze lampi cu incandescentd, iar pe faza a treia
un condensator (fig. L15.2,a) sau o bobind (fig. L15.2,b). Acest receptor trifazat fara
conductor neutru este puternic nesimetric, diagramele fazoriale ale tensiunilor de faza
fiind reprezentate in figura L15.3.

a
Fig. L15).2. Receptoare trifazate dezechilibrate conectatls)in stea:
a) cu lampi si condensator; b) cu lampi si bobina .
Sistemul tensiunilor de linie este simetric,
Un=U;; Uyn=2a’U; Us=al;, (L15.8)
iar receptorul trifazat este dezechilibrat:
Y, =Y>=Y=G; Y;=G;—jB; Yx=0 (L15.9)

in care: G = 1/R — conductanta lampilor;
B = B¢ < 0 — susceptanta condensatorului
sau B = B > 0 — susceptanta bobinei.
Sistemul trifazat nesimetric de tensiuni

de faza la receptorul in stea se obtine din rel.
(L15.6), tinand cont de rel. (L15.9):

U. = XZQ]Z _ngsl
~IN 2X+X3
_ 13223 _Xlglz //
U, = WY (L15.10) y
/
U.. = Xlgsl _ngn //
3N 2X+X3 /

Fig. L15.3. Daigrama de tensiuni.
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Daca se neglijeaza pierderile in condensator si in bobina, G; = 0, Y; = — jB,
tensiunea Usy la bornele acestora devine:

G G
Un =36+, 2G+Y, (LI5.11)

Se observa ca fazorul Usy (Usne sau Usy; in diagrama fazoriald din fig. L15.3)

este defazat fatd de fazorul U, = Us; — U,3 cu un unghi
G T

Y_arg—2G+X3 SE'

Acest unghi este negativ, y =y’ < 0 cand Y; = — JBc este admitanta unui condensator,
respectiv pozitiv, y =v" < 0 cdnd Ys;= jBL este admitan{a unei bobine. In consecinta, in
cazul in care pe faza a treia se afla un condensator (fig. L15.2,a), punctul neutru al
receptorului N¢ se deplaseaza la stanga verticalei U,, iar cand pe faza trei se afla o
bobina (fig. L15.2,b), punctul neutru al receptorului Np se deplaseaza la dreapta
verticalei U, (fig. L15.3). Modificarea pozifiei punctului neutru, in ambele cazuri, este
insotitd de aparitia unor supratensiuni pe primele doua faze, supratensiuni puse in

evidentd si prin modificarea intensitatilor luminoase a celor doud lampi cu
incandescentd. Din rel. (L15.8) si (L15.10) rezulta:

U _ GU,-Y,U,, _ G -a(G;—jB) _ 2G+G, —\/§B—j(\/§G3 +B)
Uy Y,U,,-GU,, a’(G,-jB)-G -2G-G,—+/3B—j(+/3G;-B)
in care s-a inlocuit a =—1/2+ jv/3/2, respectiv a> =—1/2—j/3/2.

.....

(Qsl _223) =

(L15.12)

(L15.13)

valorilor efective ale tensiunilor pe fazele 1 si 2 la receptor rezulta:

Uy \/(2G—ﬁB)2 +B?
Usn (2G +~/3B)* +B*

Daca receptorul contine un condensator (fig. L15.2,a), B <0 sirezulta U,;x >Uon,
iar cand contine o bobina (fig. L15.2,b), B > 0 si rezulta U;x <Uj, ceea ce rezulta si
din diagrama fazoriala trasate in fig. L15.3.

In cazul in care se aplicd un sistem trifazat simetric de tensiuni de linie de
succesiune directd, atunci in montajul cu condensator (fig. L15.2,a), aceastd succesiune
coincide cu sensul in care intensitatea luminoasd a celor doud lampi descreste, iar in
montajul cu bobina (fig. L15.2,b), aceastd intensitate luminoasa creste.

(L15.14)

2.2. Verificarea experimentala a functionarii circuitelor
trifazate dezechilibrate in regim permanent sinusoidal

Se studiaza, mai intai, cu ajutorul montajului din figura L15.4 functionarea
circuitului trifazat in regim permanent sinusoidal dezechilibrat, circuit care contine un
receptor trifazat in conexiunea stea fara conductor neutru de forma celor prezentate in
figura L.15.2. Receptorul trifazat dezechilibrat se alimenteaza cu tensiuni simetrice din
secundarul unui transformator trifazat.

Cu valorile efective ale tensiunilor si curentilor masurate de instrumentele de
masura de pe panou si cu un voltmetru portabil, se pot trasa, pentru diferite regimuri de
incarcare (prin introducerea sau scoaterea acelorasi rezistente pe fazele R, S si T)
diagramele fazoriale ale tensiunilor si curentilor (fig. L15.5).
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Fig. L15.4. Schema electrica a montajului experimental.
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|
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Pentru trasarea diagramelor fazoriale se procedeaza astfel:

- se reprezinta mai intai, la o scara k, aleasd convenabil, triunghiul echilateral al
tensiunilor de linie simetrice Uz, Uz, Us; masurate la bornele (1), (2), (3) ale
receptorului si tensiunile de faza Ujo, Usg, Usp masurate intre bornele acestuia nulul (0)
din secundarul transformatorului TR (fig. L15.5,a);

- cu ajutorul unui compas se duc din punctele 1, 2, 3, la aceeasi scara k,
tensiunile de faza la receptor Uin, Uan., Usn, determinand astfel punctul neutru Nc

Rezulta, la scara, valoarea efectivd a tensiunii Uyo dintre neutrul receptorului
(N¢) st neutrul retelei de alimentare (0) care trebuie sa coincida cu valoarea masurata.

Pe diagrama de tensiuni se traseaza si fazorii curentilor de linie care coincid cu
cei de faza. Cu valorile efective ale curentilor masurate de ampermetrele A, A;, Az, la o
scara k; aleasa convenabil, se traseaza fazorii curengilor, {indnd seama ca pe fazele 1 si 2
(R 51 S) curentii I;, respectiv I, sunt in faza cu tensiunile Ujn,, respectiv Upn,,, 1ar pe
faza 3 (T) curentul I3 este defazat cu m/2 inaintea tensiunii Usn,. Dacd voltmetrul Vy are
impedanta internd mare, atunci Iy = 0 si diagrama fazoriald de curenti trebuie sa verifice
relatial; + L+ 13 =0.

Supratensiunile care apar, determinate experimental (U, /Uan,) se compara cu
cele determinate cu ajutorul rel. (L15.14). De exemplu in cazul particular in care G = B,

(1/R= ®C) din rel. (L15.14) rezulta:

U 2+~3) +1
c— | —373 L15.15
Usne (2—x/§)2+1 ( )

Fig. L15.5. Diagrame de tensiuni: a) succesiune directd; b) succesiune inversa.
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In cazul in care receptorului trifazat dezechilibrat i se aplica un sistem trifazat
simetric de tensiuni de fazd de succesiune inversa (schimband de exemplu bornele (R) si
(S) din secundarul transformatorului TR intre ele) atunci diagrama fazoriald a
tensiunilor si curentilor se traseaza in acelasi mod ca si In cazul prezentat mai inainte
(fig. L15.5,a) si se obtine diagrama prezentata in figura L15.5,b). Se observa ca fazorul
U’;y, corespunzator tensiunii pe condensator, adica pe faza 3 (care nu se modifica), are
aceeasi pozitie ca in cazul succesiunii directe (fig. L15.5,a), deoarece fazorul Us; — Uss,
ca si coeficientul G/(2G +Y3) sunt invariabili in raport cu succesiunea sistemului
simetric de tensiuni de linie aplicat. Rezultd deci ca pozitia punctului neutru (N¢) se
deplaseaza totdeauna la stanga punctului neutru (0) a retelei pentru receptorul capacitiv.
Supratensiunea care apare se determind din rel.(L15.14), considerand sistemul de
succesiune inversd de forma:

U,=U;; Uyn=al;; Uy=21;, (L15.16)

Rezulta Uy, /Uhy, <1, iar ordinea de succesiune inversa corespunde sensului in
care intensitatea lampilor L; si L, creste. Se poate observa ca in aceste diagrame fazorii
Usn, s1 Uan (L15.5,a), respectiv Q;NC sinNC (L15.5,b) nu pot fi defazaticu n/2.

In partea a doua a incercirilor experimentale, condensatorul C se substituie cu o
bobina, avand susceptanta inductiva By de acelasi ordin de marime cu susceptanta B¢ a
condensatorului. Aplicand acestui receptor un sistem trifazat simetric de tensiuni de
linie de succesiune directd, se obtine tensiunea pe bobind Usn, de aceeasi forma
(L15.11), in care Y;= jBr, (B > 0). Din diagrama fazoriala a tensiunilor, prezentata in
figura L15.3, rezulta ca neutrul Ny al receptorului inductiv se deplaseaza la dreapta
neutrului 0 al generatorului. Apare in acest caz o supratensiune pe faza 2, pusd in
evidentd, atat de diagrama fazoriala, cat si de rel.(L15.14). Modificand la fel rezistentele
pe fazele R s1 S, se obtine o succesiune de regimuri de functionare, marimile indicate de
instrumentele de masura trecandu-se in tabelul L15.1.

Pentru cazul particular in care G = B, din rel.(L15.14) rezultd Uy /U, = 0,27.
Rezultd cd ordinea de succesiune directd a fazelor corespunde ordinii in care creste
intensitatea luminoasa pe cele doud lampi.

Aplicand acestui receptor un sistem trifazat simetric de tensiuni de linie de
succesiune inversd, punctul neutru al receptorului Np se deplaseazd tot la dreapta
punctului 0 al generatorului si apare o supratensiune pe faza 1 fatd de faza 2. Ordinea
de succesiune directa in acest caz, este ordinea in care scade intensitatea luminoasi a
lampilor (de la L; spre L,).

Tabelul L15.1.

. . . Succes. U12,U23, | U1o,Uzo, | It I, Is | Uin | Uan | Usn | Uno

Tip circuit | & lor | Us, [V] | Uso[V] | IA] ] [A] | TAY ] IV | V]| V]| V]
Circuitul cu directa
condensator | . 9
inversa
Circuitul directa
cu bobina | ., <
inversa
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Lucrarea nr. 16

FILTRE PENTRU COMPONENTE SIMETRICE

1. NOTIUNI TEORETICE

1.2. Principiul metodei componentelor simetrice

Filtrele pentru componente simetrice sunt circuite prevazute cu borne de intrare
la care se aplica marimile nesimetrice si cu borne de iesire la care se obtin
componentele lor simetrice. Ele servesc pentru masurarea componentelor simetrice,
precum si pentru detectarea si protejarea impotriva regimurilor de avarie.

Metoda componentelor simetrice este 0 metoda indirecta de calcul a circuitelor
trifazate liniare in regim permanent sinusoidal si constd in descompunerea unui sistem
trifazat nesimetric de marimi sinusoidale in trei sisteme simetrice, numite componente
simetrice $i apoi In suprapunerea regimurilor de functionare produse de fiecare sistem
simetric in parte.

Fie sistemul trifazat nesimetric dat de marimile

Vi) =~2Y;sin(wt +7y,)
yo(t) =V2Y, sin(wt +7y,) , (L16.1)
y3(t) = V2Y;sin(ot +ys)
cu reprezentarea in complex:
Y, = Y, Y = Y0, Yy = Yie ™ (L16.2)

Sistemul nesimetric se descompune in trei sisteme simetrice (fig. L16.1):
1) sistemul simetric de succesiune directd, Y,, =Y ,; Y,,=a’Y,; Y,, =aY,;
2) sistemul simetric de succesiune inversd, Y, =Y,; Y, =aY,; Y, =a’Y,;

3) sistemul omopolar, Y, =Y,; Y, =Y,; Y, =Y,.

X3 Y4 v Y Yo, Y3,
Xy
Y, 0 Y,
0 = d +
Y,
On
Y,
Sistemul Sistemul Sistemul Sistemul

nesimetric simetric direct simetric invers omopolar

Fig. L16.1.
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Relatiile dintre componentele corespunzatoare sistemului nesimetric si
cele ale sistemelor simetrice sunt:

Yi=Yu+Yi+Yn Y =Y.+Y+Y,
Yo=You+Ysi+Ys respectiv, Y,=a’Y +aY;+Y,; . (L16.6)
Y:=Yu+Ys+Ys Yi=aYy+ a’Y. +Y,

Marimile fundamentale Y,, Y, si Y, se numesc respectiv componenta

directa, componenta inversa si componenta omopolara.
Rezolvand invers sistemul de ecuatii (L16.6), se obtine:

Yi= % (X] +aY,+ aZXS)

Y= 1(Y,+a%Y; +aYs) (L16.7)

Y, z%(X1+X2+X3)

1.2. Exemple practice de filtre pentru componente simetrice

1.2.1. Filtrul pentru componenta omopolara de tensiune

R

S
T
0

Uro Uso Uro
P —— —_— P —
|
~_

URO/ I<u

Filtrul prezentat in figura L16.2 se compune din trei transformatoare
monofazate de tensiune identice cu infasurdrile primare conectate intre fiecare
conductor de faza si firul neutru (nul) si cu infasurarile secundare legate in serie cu un
voltmetru V.

S-a notat cu K, raportul de transformare al transformatoarelor. Tensiunea la
bornele voltmetrului este datd de relagia

1 3
U:K—(URO+USO+UTO):K—Uh, (L16.8)

u u

in care Uy este valoarea efectivd a componentei omopolare a tensiunilor de faza.
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1.2.2. Filtrul pentru componenta omopolara de curent

Schema filtrului prezentat in fig.
L16.3 se compune din trei transformatoare
de curent identice, cu infdsurarile primare
conectate in serie cu fiecare fazd si cu
infasurarile secundare legate in paralel cu un
ampermetru A. Curentul prin ampermetru
rezulta

1 3
[=— (g + I +1;)=—1 L16.9
< (Ig +1s+1y) o ( )

1 1
in care, Kj este raportul de transformare al
curentilor, I — valoarea efectiva a compo-
nentei omopolare de curent.

I
Ro——

I
S o—=

[R/Ks

:

Is/Ky

To

:

[1/K;

()

.

A

Z

Fig. L

16.3.

1.2.3. Filtrul pentru componentele directa si inversa ale tensiunilor de linie

In figura L16.4 se prezintd filtrul propus de L.P. Kalantarov. Nesimetria
sistemului tensiunilor de linie este asiguratd prin alimentarea primei faze cu o tensiune
reglabila in trepte din secundarul transformatorului TR.

1
S 2
T 3

TR

2

1 —10
— 4 I

3

I

Fig. L16.4.

Fie Uy, Uss, Usj, un sistem nesimetric de tensiuni de linie (fig. L16.5), avand

componentele simetrice U ,, s1 U, .
Componenta omopolara U, =0 si

QI'Z :Q/;d "‘Q/;i
Q23 = azgzd +aly
U, =al,+azl,

(L16.10
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in circuitul din fig. L16.4 se considera identice condensatoarele, C; = C,=C,
Xe, =X, =X (L16.11)

si se determina valorile rezistentei rezistorului R; si reactantei bobinei, X3 = wLs, astfel
incat tensiunea pe cele doua condensatoare Uc; s1 Uc,, masurate cu voltmetrele Vj si Vg,
sa fie proportionale cu U, respectiv U,y . In acest scop se exprimi Uc; si Uc, si se
impune condifia de proportionalitate.

Din schema prezentata in figura L16.4, rezulta

Ql'z :Z]l] _Zzlz
st 22212_2313 (L1611)
0211 +12 +13

Dacad se are in vedere ca Z =2, =2Z=—- X =—joC, Z3;=R3+ jX;3sica
tensiunile pe cele doud condensatoare sunt Uc;= Zi1; si U= Zo1s din rel. (L16.11) se
determina:

(Z +7, )Q]'Z +72U,

Qa = Z]l] = Z
Z(2z,+2) (L16.12)
QQZZAFZ§EQZQEQ
2(22,+2)

Exprimand in (L16.12) tensiunile de linie prin componentele lor simetrice, se obtine:

(z,-az)u,, +(z,-a*Z)U,

Qa =
22,47
(L16.13)
U.. = (aZZ—Z3 )Qw +(aZ—Zs )in
Yer 27.+7

Pentru ca tensiunea Uc; sd fie proportionald cu componenta inversa U, si ca
tensiunea Uc; sa fie proportionald cu componenta directa U 4 este necesar ca

Z,-aZ=0 sau &ﬂ&{—%ﬂ%}(—jx). (L16.14)
X3
R;=——
Se obtin valorile 2 (L16.15)
X
X3 - E
care permit dimensionarea filtrului.
A . Ug =U,
In aceste conditii, (L16.16)
Ue, =Uy,

Voltmetrele Vi si Vg, care indica valorile efective ale tensiunilor pe condensa-
toare, vor masura direct (factor de proportionalitate 1) componenta inversa, respectiv
directa a sistemului nesimetric al tensiunilor de linie.
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1.2.4. Filtrul pentru componenta homopolara a sistemului
nesimetric al tensiunilor de faza

Se considera receptorul trifazat dezechilibrat cu impedantele Z,, Z», Z3
conectate in stea ca 1n figura L16.6. Receptorul dezechilibrat, alimentat cu un sistem

0 U
Fig. L16.6.

trifazat simetric de tensiuni Uy, Us, U7, are tensiunile de fazd Ug, Us, Ur nesimetrice
Up =Ze Ly = U - U,
Us=Z =Us - U, (L16.17)
U; =21 =U; -1,

Componenta homopolara a sistemului nesimetric Ur, Us, Ur este datd de relagia

1 1 ' " "
thg(gk +HS+QT):§(QR+HS+QT_3HO):_QO (L16.18)
In aceste conditii un voltmetru montat intre neutrul receptorului N si neutrul
retelei de alimentare 0, masoara direct componenta homopolara a tensiunilor de faza ale
receptorului.

2. MODUL DE LUCRU

2.1. Instalatia experimentala

Schema electrica a instalatiei de laborator pentru studiul filtrelor pentru
componente simetrice este prezentata in figura L16.7. Instalatia cuprinde urmatoarele
elemente:

= K =comutator pachet pentru conectarea tensiunii de alimentare;

= LR, Ls, Lt = lampi de semnalizare (LED-uri) pentru prezenta tensiunii pe cele

trei faze ale retelei de alimentare;

= TR = transformatorul trifazat de retea pentru reducerea tensiunii;

= A, Ay, A; = ampermetre feromagnetice cu domeniul 0 + 3A pentru

masurarea curentului din secundarul transformatorului TR;

= CV = cheie voltmetrica CV;

= V = vyoltmetru pentru masurarea tensiunilor din secundarul transformatorului;

- 234-



3@ 2@

FCDITL

|||||||||||||||||||||||||||||||

FCHTF-1

-

Fig. L.16.7. SCHEMA ELECTRICA A INSTALATIEI PENTRU STUDIUL RETELELOR ELECTRICE TRIFAZATE:
filtre pentru componenta homopolard a tensiunilor de faza — varianta 1, varianta 2;

filtrul pentru componenta homopolara a curentilor de linie;

FCHTF —1,2
FCHCL

a a tensiunilor de linie.

a g1 Invers

filtru pentru componentele direct

FCDITL
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= Ty, T, T3 = transformatoare monofazate, utilizate pentru realizarea filtrului
pentru componenta homopolara a tensiunilor de faza, FCHTF-1;
= TC,, TC,, TCs = transformatoare de curent, utilizate pentru realizarea filtrului
pentru componenta homopolara a curentilor de linie, FCHCL;
= Rj, Ry, R3 =rezistoare de putere cu prize intermediare ce pot fi conectate in
stea pentru a studia a doua varianta de filtru pentru componenta homopolara a
tensiunilor de fazd FCHTF-2.
Instalatia este prevazutd cu trei borne la care se pot conecta diferite tipuri de
filtre pentru componente simetrice. in figura L16.7 este exemplificatd conectarea filtru-
lui Kalantarov pentru componentele directa si inversa a tensiunilor de linie (FCDITL).

2.2. Filtre pentru componenta homopolara a tensiunilor de faza

Instalatia din laborator permite realizarea a doua filtre pentru masurarea compo-
nentelor simetrice a tensiunilor de faza. In situatia alimentarii cu tensiuni simetrice (se
fac legaturile la aceleasi prize pe fiecare infasurare din secundarul transformatorului de
retea) si se dezechilibreaza receptorul format de rezistoarele R;, R,, R3 conectate in stea.
Se conecteazd voltmetrele Vi si Vpp la filtrele FCHTF-1, respectiv FCHTF-2.
Componenta homopolard a tensiunilor de faza este indicatd direct de voltmetrul Vi,
conectat intre nulul receptorului N si nulul retelei de alimentare 0 (neutrul secundarului
transformatorului de retea). Se masoara tensiunile Uy, Uan, Usy pe rezistoarele Rj, Ry,
R3. Componenta homopolara a tensiunilor de faza se determina si prin calcul cu relatia
(L16.18), respectiv,

U, :%(U]N + U,y +Usy). (L16.19)

Aceeasi componentd homopolard se determina si cu filtrul FCHTF-1. Se
scurtcir-cuiteazd bornele la care s-a legat voltmetrul Vi, si se deconecteaza legétura la
neutrul 0 a secundarului transformatorului TR. Componenta homopolara se calculeaza
functie de tensiunea Uy, indicata de voltmetrul Vy,; pe baza relatiei (L16.8) respectiv,

1 K,
U, =§(U]N + U,y +Usy )= 3 Uy,. (L16.20)

Se explica eventualele diferente ale valorilor componentei homopolare care
rezultd din masurarea acesteia cu ajutorul celor doua filtre.

2.2. Filtrul pentru componenta homopolara a curentilor de linie

Se conecteazd un ampermetru la bornele filtrului FCHCL. Pe firul neutru se
inseriazd un ampermetru (in locul voltmetrului Vy,). Se dezechilibreaza tensiunile de
alimentare (se fac legdturile la prize diferite pe infasurarile de fazd din secundarul
transformatorului de retea) si se citesc valorile curentilor absorbiti de receptorul trifazat
echilibrat format de rezistoarele R;, Ry, R3 conectate in stea. Ampermetrul inseriat pe
firul neutru indica direct valoarea componentei homopolare a curentilor de linie I;, I, I5.
Aceeasi valoare a componentei homopolare a curentilor se calculeazd functie de
curentul I indicat de ampermetrul montat la bornele filtrulut FCHCL pe baza relatiei
(L16.9) respectiv,

I, :%(IR +IS+IT):%I. (L16.21)
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Se explicd eventualele diferente ale valorilor componentei homopolare a
curentilor obtinute prin aceste doud metode si prin calcul.

2.3. Filtrul pentru componentele directa si inversa ale tensiunilor de linie

Se calculeaza parametrii filtrului de tip Kalantarov cu relatiile (L16.15) pentru o
valoare a capacitatii condensatoarelor C; = C, = 2uF si se realizeaza montajul filtrului
FCDITL din figura L16.4. Se verifica functionarea corecta a filtrului pentru doua cazuri:

- tensiuni de alimentare simetrice (cursorul 1"al potentiometrului R, pe pozitia 1)
— voltmetrul V; trebiue sa indice zero, iar voltmetrul V4 sa indice valoarea tensiunii de
linie din secundarul transformatorului de retea TR;

- tensiuni de alimentare nesimetrice (cursorul 1" al potentiometrului R, pe pozitia
2) — tensiunea de linie Uy, = 0 si conform relatilor (L16.10) Uy = Uy in acest caz
indicatiile celor doua voltmetre V; si V; trebuie sa fie identice.
Daca nu sunt indeplinite aceste conditii se modificd R3 si L; pand se ajunge la un
optimum.

Pentru trei pozitii diferite ale cursorului potentiometrului Rp se masoara
tensiunile de linie s1 componentele lor simetrice, trecand datele in tabelul L16.1.

Tabelul L16.1.
Nr.crt. | Up, Uz Usr U U
[V] [V] [V] [V] [V]

[E—

Componentele simetrice ale tensiunilor de linie
directda Uy s1 inversd Uy se exprima functie de tensiunile azlUs;y
de alimentare nesimetrice ale filtrului, Uy,, Ups, Usy,
conform rel. (L 16.7), respectiv,

1
Uy= 3 Uy, +alyz + 32Q3 )
(L16.22)
U;

1

1
:g@l'z‘*azgm"'agn)

Valoarea efectiva a acestor componente este
indicata direct de voltmetrele V4 si Vi. Pentru fiecare din 1

cele trei grupuri de masuratori din tabelul 1 se determina U,y
si grafic valorile acestor componente prin constructia U,
diagramelor fazoriale corespunzitoare, asa cum se 3 U 2
exemplifica in figura L16.8. =23

3Us

al,,

Fig. L16.8.
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Lucrarea nr. 17

ANALIZA ARMONICA A SEMNALELOR
PERIODICE NESINUSOIDALE

1. CONSIDERATII TEORETICE

In retelele electrice de transport si distributie a energiei electrice forma de
variatie Tn timp a tensiunilor si curentilor nu este riguros sinusoidald, iar abaterea se
numeste distorsiune sau deformare.

Regimul permanent al circuitelor electrice caracterizat prin faptul cd semnalele
de tensiune sau/si de current sunt marimi periodice nesinusoidale se numeste regim
permanent periodic nesinusoidal sau regim deformant.

Analiza circuitelor electrice in regim permanent periodic nesinusoidal se
realizeaza cel mai des printr-o analizd armonicd bazata pe dezvoltarea in serie Fourier a
semnalelor nesinusoidale din circuit.

1.1. ANALIZA ARMONICA A SEMNALELOR PERIODICE

1.1.1. Dezvoltarea in serie Fourier a functiilor periodice nesinusoidale

O functie de timp y(t) periodica, de perioadd T, care satisface conditiile lui
Dirichlet, se reprezinta pe intervalul unei perioade prin seria:

()= Ao+ Y Anccoskot + Y Busin kot , (L17.1)
k=1 k=1

numita serie Fourier sau serie trigonometrica.
Termenii An cosot si B, sinwt pentru k =1, se numesc fundamentale in

cosinus, respectiv in sinus, iar Am coskot si Busin kot pentru k>2, sunt armonici
de ordinul k in cosinus, respectiv in sinus, iar termenul A, este componenta continud.

Amplitudinile A, Bmc $1 componenta A, se numesc §i coeficienti Fourier si se
determina cu reletiile [?]

T T T
A, :%J.y(t)dt; A :%Iy(t)coskwtdt; B« :%J.y(t)sin kotdt; k=1,2,... (L17.2)
0 0 0

In studiul circuitelor electrice in regim periodic permanent se utilizeazd si
urmatoarea forma a dezvoltarii in serie Fourier a unei functii periodice:

v =Yo + i yi(t) = Yo + i N2Y, sin(kot +yy) (L17.3)
k=1 k=1
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in care Y, este componenta continud si yi(t) este armonica de ordinul k, avand valoarea
efectiva Y, si faza initiala yx ( redusa la intervalul [—m, 7t]).

Identificand expresiile dezvoltarilor (L17.1) si (L17.3), rezultd urmatoarele
relatii intre coeficientii Fourier ai celor doua serii:

Yo = Ag; V2Yy = VAR + B Vi = arctg%. (L17.4)
mk

In electrotehnica, unde perioadei T 1i corespunde unghiul 2rt si faza se noteaza
cu o = wt, seria Fourier se scrie sub forma

y(0) = Ao +ZﬁAk coska + Y ~2Bisin ko, (L17.5)
k=1

2n 2n
in care: A, = 5 Iy(oc)doc V2A, :—Iy(a)coskada; V2B, :% y(a)sin kado;
0 0

respectiv, y(o) = Yo + Z V2Y, sin(ko + 1), (L17.6)
k=1
cw: Yo=AgYi=+vAi+Bi si y= arctg% :
k

1.1.2. Seria Fourier complexa

O functie periodica reala y(t) care admite o dezvoltare in serie Fourier de forma
(L17.1) se poate scrie si ca suma a unei serii cu termeni complecsi de forma [?]:

y(t) = Y Cuie™, (L17.7)
k=—o0
_]Bmk f —jkot
unde, Co = j yoe *otdt (L17.8)
0

se numeste amplitudine complexa spectrala.

In analiza armonica intereseazi amplitudinile armonicilor si programele de
calcul (de exemplu Matlab) utilizeaza forma discreta (numericd) a transformatei Fourier
(DFT — Discret Fourier Transform) numita si transformata Fourier rapida (FFT — Fast
Fourier Transform) datorita rapiditatii de calcul. In acest fel, amplitudinea complexa
spectrald se calculeaza cu o relatie de forma:

N—
—jn 2
Coy :Zy(n)e ok :anznfs, (L17.9)
N fiind numarul de esantioane pe o perioada (fs — frecventa de esantionare).

1.1.3. Spectrul de frecventa al unei marimi periodice

Graficul amplitudinilor ~2Yi ale armonicilor unei functii periodice cu dezvolta-
rea 1n serie de forma

y() = Yo+ Y V2Yisin(kot +v1) ,
k=1

contine in planul (v2Y,®) segmente proportionale cu amplitudinile ~2Yy si se numeste
spectru de frecventa (fig. L17.1,a). Spectrul functiilor periodice este un spectru discret.
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Fig. L17.1.

Seria Fourier a unei functii este univoc determinatd daca pe langa spectrul de
frecventa al amplitudinilor se da si spectrul de frecventa al fazelor initiale ale
armonicilor (fig. L17.1,b).

1.1.3. Marimi caracteristice ale semnalelor periodice nesinusoidale

O Valoarea efectiva Y a unei marimi periodice y(t) se defineste in general, prin

relatia:
1 T
Y= l yA(dt (L17.10)

In functie de valorile efective Yy ale armonicilor si de valoarea componentei continue
Y, din dezvoltarea in serie Fourier, se obtine [?]

Y=Y+ Y+ Y+ 4+ Y4 =AY+ Y+ YE, (L17.11)

unde Y4 se numeste reziduul deformant, dat de valoarea efectiva a armonicelor de ordin
superior(k>2): Yy =Y2 + Yi+ Yi+...+ Y2 +....
Astfel, pentru tensiune si curent cu dezvoltarile

u@®)=U, + i V2U, sin(not + o), i) = I, + i V21, sin(not + B,)

valorile efective sunt respectiv
U=JUG+U+Ui, I=L+G+1,
unde reziduurile deformante ale tensiunii §i curentului sunt respectiv

Ui=U+ U+ U+ L= B+LC+..+C+...

O Factor de virf, factor de forma si coeficient de distorsiune.
Factorul de varf k, al unei functii periodice alternative y(t), se defineste prin

raportul dintre valoarea de varf si valoarea efectiva:

¥ Y,
k,=o = dmax L17.12
Y YA +Y: ( )
Factorul de forma k; al unei functii periodice alternative se defineste prin
raportul dintre valoarea efectiva Y si valoarea medie pe o jumatate de perioada:

Y
kuW (L1713)

Z j y(t)dt

to
in care t, este momentul trecerii prin zero a functiei y(t) cu valori crescatoare.
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Coeficientul de distorsiune k; al unei functii periodice y(t) se defineste prin
raportul dintre rezidiul deformant Y, si valoarea efectivd a componentei alternative:

Y, Y Y
T YA Y Yt

k

(L17.14)

Coeficientul kg este pozitiv si subunitar. Daca ky; <005(5%) tensiunile si curentii
periodici pot fi aproximati sinusoidali. In literatura de specialitate, coeficientul de
distorsiune este notat THD (Total Harmonic Distorsion — engl.).

in cazul marimilor sinusoidale: ke = T _~111; k, :ﬁ; ks=0.

232

2. STUDIUL EXPERIMENTAL AL
REGIMULUI PERIODIC NESINUSOIDAL

2.1. GENERAREA SI ANALIZA ARMONICA A
UNOR SEMNALE PERIODICE NESINUSOIDALE

Se realizeaza programe in Matlab pentru generarea unor semnale particulare,
intalnite frecvent in electrotehnicd. Datele obtinute sunt memorate in fisiere de date
Matlab cu extensia *.mat sub forma unei matrici avand pe prima linie timpul si pe a
doua valorile corespunzdtoare ale functiei. Semnalele astfel memorate vor fi apoi
analizate cu ajutorul unui program sau cu o interfatd grafica interactivad realizate tot in
mediul MATLAB. Se considera urmatoarele doua exemple.

O Functia crenel are graficul simetric fatd de ordonatd: y(t) = y(-t). Un
exemplu de astfel de unda (fig. L17.2) este descrisa de relatia:

Y 0<t<T i 2Lcicr
y(t)= 3 3 (L17.15)
0 Tepc2L
’ 3 3
O variantd a programului MATLAB pentru generarea acestei unde este:
% Program pentru generarea undei CRENEL (functie para)
clear
cle
clg
A=1; f1=50; T=1/f1;, P=4*A/T; p=10"(-4);
t=0:p:(2*T-p);
Np=max(size(t));
for i=1:Np
if (((4(1)>=0)&(t()<T/3))|((t(1)>=2*T/3)&(t(1)<T)))
y()=A;
elseif ((t(1)>=T/3)&(t(1)<2*T/3))
y(1)=0;
else
y()=y(i-(Np-1)/2);
end
end
plot(t,y,'-w"), grid;
axis([0.04 0 1.05 ]);
D=[t ;y] ; save D fdintef.mat;
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1 i i i i i
(0] 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 mg_035 0.04

Fig. L17.2. Functia crenel para.

@ Functia dinte de fierdstrau. Functia dinte de ferastrau considerata este o
functie alternativ simetricd impard avand curba simetrica fata de origine, y(t) = —y(-t) si
fatd de abscisd dupd suprapunerea semiperioadelor, y(t) = —y(t+7T/2). Forma undei este
data in figura L17.3 si are expresia analitica de forma:

(L17.16)

) S S — I R N ]
[} 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
Time [s] ——

Fig. L17.3. Functia dinte de fierastrau.

© Analiza armonicd a unei functii arbitrar aleasd.
Pentru verificarea programului de analizd armonicd se considerd o functie
definita de relatia:
y(t):sin(2-n-50-t+%)+0,2-sin(2-2-n-50-t+%)+0,3-sin(3-2-n-50-t—%)+
+0,6-sin(6-2-n-50-t)+0,7-sin(7-2-n-50-t—%).

Curba corespunzatoare acestei functii este data in figura L17.4.

i i i i i i i
[0} 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035 0.04
Fig. L17.4. Functia arbitrar aleasa pentru analiza armonica.

Dupa realizarea programelor de generare a acestor semnale se va efectua analiza
armonicd, utilizdnd programele existente, realizate in Matlab.
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O interfatd graficd interactiva permite analiza armonicd a semnalelor generate
prin programe sau obtinute prin simulare sau prin achizitii de date din instalatii reale si
stocate in fisiere de date cu extensia mat ( *.mat). Interfata grafica, cu panoul interactiv
prezentat in figura L17.5, permite analiza armonicd a semnalelor distorsionate cu
transformata Fourier rapida (FFT), realizdnd urmatoarele functii:

@ afisarea curbei semnalului temporar analizat;

© determinarea si afisarea grafica a spectrului amplitudinilor si a coefici-
entului total de distorsiuni (THD);

® determinarea si afigsarea grafica a spectrului de frecventa al fazelor;
@ determinarea si afisarea grafica a densitatii spectrale de putere.

Semnale

AGHIZITIE ‘

Reprezentari |

(& Semnal temporal

(™ Spectrul amplitudinilor

" Spectrul fazelor

® Spectrul de putere

Fig. L17.5. Interfata grafica interactiva pentru analiza armonica.

2.2. SIMULAREA SI ANALIZA ARMONICA A CURENTULUI
DE RETEA A UNUI REDRESOR TRIFAZAT

Pentru analiza armonicd a regimului deformant produs de mutatoare se
considera cazul unui redresor de putere in punte trifazata complet comandata. Redresoru
este simulat cu ajutorul programului Simulink din mediul Matlab, schema bloc de
simulare fiind prezentata in figura L17.6.

i N —
L R e
-t .
1Am
i
. o = Ll
IBm b
T »
-l ! »lc
— ICm "g’
2 x 280/220V, — " ¥ooF 3
il £ [~ |
= TR YOy
alfa alpha_deg
v IrRed'y.mat - RY
L oS

<
3
o

i (]

BE wfec [
r i
A . VBC &N
T <
Lt WVCA |—> Block
| retea e

ud.ld

[l

0

hd

—_— U retea

Fig. L17.7. Schema bloc de simulare a redresorului trifazat.
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Principalele blocuri ale shemei de simulare sunt:
o Retea —reteua trifazata de alimentare, 3 x 380/220V, 50Hz;

o TR — transformator trifazat, bloc din biblioteca PowerSys cu posibilitatea
setdrii conexiunilor din primar si secundar, si ai principalilor parametri;

o Redresor — redresor trifazat in punte complet comandata cu tiristoare, bloc
din biblioteca PowerSys;

o DCG — circuitul de comanda pe grila a tiristoarelor redresorului, bloc din
biblioteca PowerSys cu posibilitatea prescrierii unghiului de comanda o.

Shema de simulare mai cupride: traductoare de tensiune si de curent,
multiplexoare, osciloscoape pentru vizualizarea undelor de tensiune si de curent in
diferite puncte ale schemei.

Intrucat in acest studiu intreseazi deformarea curentului de retea, tensiunile
ramanand sinusoidale (reteua putdnd fi consideratd de putere infinitd), pentru ficare
simulare se memoreaza valorile curentului de retea intr-un fisier de date de tip *.mat
(blocul notat cu IrY0Oy.mat in schema din fig. L17.7.

Schema de simulare se poate modifica usor, de la o simulare la alta. Astfel, se
pot fi modifica:

- conexiunile transformatorului de retea,

- parametrii sarcinii, unghiul de comanda a redresorului,

- tipul semiconductoarelor redresorului (tiristoare, tranzistoare de putere sau

diode), etc.

Se vor face simuldri efectudnd unele dintre aceste modificari si se va analiza
curentul de retea cu ajutorul interfetei grafice.

2.3. CONTINUTUL REFERATULUI

Referatul va contine:

- listarea programelor Matlab realizate pentru generarea de semnale
nesinusoidale si pentru analiza armonica;

- rezultatele analizei armonice (aplitudinile si fazele armonicilor, valorile
coeficientului THD) ale semnalelor analizate;

- concluziile privind continutul de armonici si efectul energetic deformant al
semnalelor analizate;

- concluziile privind precizia si utilitatea practica programelor de analiza
armonica utilizate si propuneri de imbunatatiri a acestora.
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Lucrarea nr. 18

STUDIUL REGIMULUI TRANZITORIU AL
CIRCUITELOR ELECTRICE LINIARE

1. CONSIDERATII TEORETICE

1.1. Generalitati

Spre deosebire de regimul permanent in care curentii §i tensiunile sunt
constante (cazul circuitelor de curent continuu), sau sunt variabile in timp cu
amplitudini constante (cazul circuitelor de curent alternativ), regimul tranzitoriu este un
regim nestationar, corespunzator trecerii circuitelor de la un regim permanent la alt
regim permanent. Durata regimului tranzitoriu este teoretic infinita; practic insa aceasta
duratd se apreciaza de ordinul sutimilor, zecimilor si unitatilor de secunda si, foarte rar,
de ordinul minutelor.

Regimurile tranzitorii pot fi intilnite la inchiderea sau deschiderea unor
intrerupatoare care alimenteaza circuitul considerat sau in cazul in care parametrii
circuitului (R, L, M, C) variazd brusc datoritd unor conditii speciale de lucru sau unor
avarii (scurtcircuite, intreruperi).

Circuitele liniare si invariabile in timp (cu parametri constanti) sunt descrise de
ecuatii diferentiale liniare cu coeficienti constanti. Dupa cum se stie, solutia generala a
unor astfel de ecuatii se poate scrie sub forma unei sume de doua solugii si anume

y(©) =y () +ye (V). (L18.1)
in care:

e y,(t)este solutia generald a ecuatiei diferentiale date obginute prin anularea
termenului liber al acesteia (solutia ecuatiei omogene) si se numeste solufie
de regim liber sau componenta libera.

e vy (t) este o solutie particulara a ecuatiei diferentiale a circuitului — numita
solutie de regim fortat sau componenta fortata.

In teoria circuitelor electrice se folosesc notiunile de componentd tranzitorie si

componentd permanentd.

in mod obisnuit prin componentd permanentd yp se intelege expresia solutiei
generale y(t) pentru t — oo.

Folosirea acestor denumiri este potrivita dacd semnalul excitatie (tensiune sau
curent) actioneazd un timp relativ indelungat fatd de intervalul de timp cat exista si
componenta liberd. In aceste conditii, componenta liberd e potrivit si se numeasci
componenta tranzitorie yi deoarece e vorba de o componenta de scurta durata, respectiv
trecitoare. In regim tranzitoriu sunt prezente ambele componente, deci semnalul raspuns
va fi de forma:

y(t)=yu () +y,(t) (L18.2)
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Dupa un interval de timp dupa care componenta tranzitorie yu(t) poate fi
neglijata (se considera practic nuld), rimine numai componenta permanentd y(t) = yp(t);
regimul se numeste regim permanent.

Studiul circuitelor electrice liniare in regim tranzitoriu consta in determinarea
tensiunilor si curengilor tranzitorii din circuit, fie prin metoda rezolvarii directe a
ecuatiilor integro-diferentiale care caracterizeaza circuitul, fie prin metode operationale,
mult mai eficiente, care folosesc transformarile Laplace si Fourier.

In aceasta lucrare se propune studiul regimului tranzitoriu la conectarea
circuitului RLC serie la o sursa de tensiune constanta.

1.2. Regimul tranzitoriu la conectarea circuitului
RLC serie la o sursa de tensiune constanta

Se analizeaza regimul tranzitoriu la conectarea circuitului liniar serie cu rezistor
ideal, bobina ideald si condensator ideal la o sursd de tensiune constanta E (fig. L18.1).

K R L, 1.(0) C,Uc(0)

o> 10—

Fig. L18.1.

Presupunand condensatorul neincarcat la momentul initial t = O si {indnd seama
de prezenta inductivitatii, conditiile initiale sunt:

i(0)=0; Uc(0)=0 (L18.3)

Intereseaza in mod deosebit expresia curentului din circuit i) si tensiunea la
bornele condensatorului uc(0).

Considerand curentul si tindnd seama de faptul ca tensiunea aplicatd este
constanta si de conectarea in serie a condensatorului, rezultd ca pentru t — o se obtine
i(t) = 0 sideci, In acest caz, componenta permanenta a curentului este nula, i = i, = i,.

Ecuatia diferentiala a circuitului se scrie:

d1
= L18.4
Ri+L=; it C idt = (L18.4)
Derivand aceasta ecuatie in raport cu timpul, rezulta:
d’i  Rdi : di ,di
e + Ldt+LC1 0 respectiv, Rdt+Ld > +C1 0.
Ecuatia se pune de obicei sub forma:
d’i di | o.
d2+2(xdt+c001:0 (L18.5)
in care,
o= 2R—L — constanta de atenuare (amortizarea circuitului RLC serie);

o M) = Nirels pulsatia de rezonanta sau pulsatia proprie a circuitului RLC serie.
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Ridicinile polinomului caracteristic p(x) = A> + 20k + @y> se numesc pulsatii
naturale sau frecvente ciclice naturale ale circuitului:

Mo =—atqjo’ —wp =—a (L18.6)
in care s-a notat cu B=+/a’ —; , mirime numitd pseudopulsatia circuitului.

In functie de valorile lui o §1 g se disting patru regimuri de variatie in timp ale
curentului dupa cum urmeaza.

O Regimul aperiodic are loc cand

o> o, f7> 0 sau R>2\/£. (L18.7)

Frecventele ciclice naturale A;, A, sunt reale si negative. Solutia ecuatiei
(L18.5) este de forma:

i) =K;eM +K,e™; A, <0, Ay <0. (L18.8)
Constantele K; s1 K se determind din conditiile initiale (L18.3). Astfel, din
Z(O):O = K +K,=0, K;=-K,=K (L189)
Din ecuatia circuitului (L18.4), inlocuind pentru t = 0, i(0) = 0, se obtine:
di _
L(dt)t:o =E (L18.10)
Efectuand calculul, rezulta:
é _ At Aat, (@ ) _ _ — E — E
dt—lele +7\‘2K26 ; dt t:o_KO\‘l 7\,2) L = K BL (ngll)
Inlocuind constantele K; si K, in (L18.8) se obtine expresia analitica a curentului
o B (ot E et st -pt
z(t)—zBL(e e ) 2BLe (e e ) (L18.12)
respectiv,
n_ E ot
i(t)y= BLe shpt (L18.13)

Pentru t = 0, i(0) = 0 si pentru t—ow, i—>0. §
Curentul creste de la zero la t=0 la o valoare maxima i, I
la t=t,, siapoi, teoretic tinde la zero pentru t—oo, fara
sd-si schimbe semnul ca in figura. L18.2.

. 0 tm t
Timpul t,, se determind din conditia (gi)m =0, Fig. 118.2.
respectiv, utilizand rel. (L18.12),
i )\.[tm _ )\‘2tm _ S —i M
2L (kle Aoe )—0, rezulta: t,, = 2l3hl A (L18.14)

1ar valoarea maxima a curentului este

. :i )\'ltm _ )\'2tm :i )\'2tm ()\'l_)\Q)tm_] :i )\'2tm(7\‘2_ ): E )\'ltm 1
im 2BL(e e m) 2BLe (e ) 2BLe " 1 (a_B)Le (L18.15)

Tensiunea la bornele condensatorului se calculeaza astfel:
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t t
ue®=& i idt :2[3ELC l Mt —e™)dt :%ELCH(&” —1)—7%2(exzt —1)} -

E I a1 th)
=——| —e"' —— +E L18.16
ZBLC(M © Tt ( )
A . — E L Xlt_i thj, :E U
in care: uc,_ 2BLC(7\41 € T e |5 Ug, : Er—So
Tensiunea pe condensator uc s1 componentele sale Uc
libera sau tranzitorie ucy, $i permanentd Uc, s-au trasat in 0 S :
figura L18.3, tindnd cont de urmatoarele: 7
_ _ E h—-A . —Ef’/uCtr
uc(0) = 0’ Uc, =0 2BTC ey - _E’ uc‘taoo —E >
172 Fig. L18.3.

7\,] —7\,2 :2[_)), 7\,]7\,2 :(03 :l/LC
® Regimul aperiodic critic are loc cand este satisfacuta conditia
oa=0wm, P=0 sau R:2\/% . (L18.17)

Frecventele ciclice naturale sunt egale si negative: A =1, =—a..
Curentul, solutia ecuatiei (L18.43), este de forma:

i(t)y= K]C_at +K2te_m (L1818)
Din conditia initiald i(0) = 0 = K;= 0 si deci i) = Kte™. Prima derivati in
raport cu timpul a curentului la t = 0 este % =K, iar din ec. (L18.43) avem:
t=0
% :% . Asadar K=E/L si expresia curentului pentru regimul aperiodic critic este:
t=0
i(t):%-t-e_‘” (L18.19

Pentru t — oo, aplicand regula lui I'Hopital, rezultd i — 0. Curentul are si in acest
caz o variatie aperiodica, dar mai rapida, regimul numindu-se aperiodic critic deoarece
este la limita dintre regimul aperiodic si regimul oscilatoriu.

Valoarea rezistentei R :2\/% se numeste rezistenta critica.

Tensiunea la bornele condensatorului se determina dupa cum urmeaza:
t t ¢ t
_l . _ E —at _ E _L —at l —at _
uc(t)—c‘([deUc(O)—LC_([te dt—LC( Le O+a£e dt]—

B Lo L) -arage] e

S-a utilizat metoda de integrare prin parti si s-a tinut cont ci o> =g :%C . Sub forma

Uc =Uc, +1/lcp :—(1+at)e_mE+E , (L1820)

sunt evidente componentele tranzitorie i permanenta ale tensiunii pe condensator.

Variatiile in timp ale curentului si tensiunii condensatorului sunt asemanatoare
cu cele de la cazul @ cu observatia ca in regimul aperiodic critic acestea sunt cele mai
rapide (regimul tranzitoriu are durata minima).
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© Regimul oscilatoriu amortizat are loc cand este satisfacuta conditia

a<m, P°<0 sau R<2\% : (L18.21)
Frecventele ciclice naturale sunt complexe:
A =—0+ 04, Ay =—0L— jOg (L18.22)
in care s-a notat cu
_ |1 (RY
e (2L) >0 (L18.23)

pulsatia sau frecventa ciclica proprie a circuitului.
Expresia curentului din cazul @, rel. (L18.46), in acest caz devine:

E
JogL

E_ootgin 04t . (L18.24)

_a[ .
e “'shjo,t =
) g ogL

it)=
Intensitatea curentului are o variatie oscilatorie amortizata ca in figura L18.4,a).

) Uc

=2

b)

Fig. L18.4.

Tensiunea la bornele condensatorului se determina astfel:

L t
1 _ E (o " E af o
uc—C‘([deUc(O)—deC_([e sin wgtdt = wde (ocs1ncodt+codcoscodt)+£ (L18.25)

U,

uCtr

(S-a folosit integrala: jeax sin bx :azeTaxbz(asin bx —bcosbx)). Daca se fac inlocuirile:

th):%, respectiv sin0=24, cosf="2, (L18.26)
o N N
se obtine:
uc(t) :E[l—(asin codt+coswdt)e‘“‘} = E[l— cosBsin gt +S1n Gcoswdte_at} =
[ON) sin O
:E[l— (odleW e sin(codt+6)J (L18.27)

Formele de unda ale tensiunii u. pe condensator si a componentelor sale, Uc,=E

e sin(wat+0) sunt prezentate in fig. L18.4,b). Pentru t = 0, rezulta

R ©
S1 Uc, = oy /LC
Wy _

sin(codt+6):sin6:w——codeC si ucy(0) = 0, uc (0) = 0. De asemenea, pentru t — oo,
0

se obtine uc = E. Din figura L18.4,b) se mai observa ca, in regim tranzitoriu, la bornele
condensatorului apare o supratensiune (uc> E).
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(4] Regimul oscilant. In cazul particular (idealizat) in care se considerd R = 0,
avem: oc—z ~0, 0= n’ Wy =0y $1 A =]jw,, A,=—]jw,. Expresiile curentului si tensiunii
pe condensator rezulta prin particularizarea relatiilor (L18.24) si respectiv (L18.27)
pentru conditiile acestui regim:

E sinm,t= E

)= ——=sinm,t
0= o, L3 = e s (L18.66)
uc®=(1-cosw,t)-E
I Uc

VYV VY t

Fig. L18.5.

S

Se obtine in acest caz regimul oscilatoriu neamortizat, curentul in circuit si
tensiunea pe condensator avand variatii sinusoidale neamortizate, insa tensiunea in jurul
valorii mijlocii egale tot cu E (fig. L18.5).

2. MODUL DE LUCRU

In laborator se va studia prin simulare pe calculator regimurile tranzitorii ale
circuitelor liniare de ordinul I si II la conectarea la o sursd de alimentare de tensiune
constanta. Se exemplifica aici simularea cu programul SpiceNet, versiunea ICAPS4 al
firmei Intusoft. De exemplu, schemele de simulare pentru circuitele RL — serie, RC —
serie s1 RLC — serie in regim tranzitoriu la conectarea la o sursd de alimentare de
tensiune continud (DC) este prezentatd in figura L18.6, a), b) si respectiv c).

Se realizeaza pe rand circuitele din figura L18.6 setand prin program parametrii
elementelor de circuit. Pentru ficare circuit se studiaza prin simulare forma de variatie in
timp a curentului, a tensiunilor pe bobind si pe condensator, pentru diferite valori ale
parametrilor R, L, C.

} R1 . L1 ) ; R1 . (|31 R1 L1 Cl
+ + +
W1 Vi Wi
pe ‘ V(2 oc W(2) oe ‘ V(3
L 1 L
= a) = b) = c)
Fig. L18.6.

Pentru circuitul RLC — serie se vor modifica corespunzdtor acesti parametri
pentru a obtine pe rand toate cele patru regimuri regimuri de functionare.

Referatul va contine curbele obtinute prin simulare, calculul constantelor de
timp si de amortizare pentru valorile parametrilor setati prin simulare si concluziile care
se desprin in urma fiecarui regim tranzitoriu simulat.
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