Metoda Backtracking
Curs 6



Prezentarea generala a metodei

Aceasta tehnica se foloseste in rezolvarea problemelor care
indeplinesc simultan urmatoarele conditii:

- solutia lor poate fi pusa sub forma unui vector S ={ x;, x,,..., X,
Lcux, EALX, EA, ..., X EA,

- multimile A, A, ,...., A, sunt multimi finite, iar elementele lor
se considera ca se afla intr-o relatie de ordine bine stabilita

|9}

- hu se dispune de o alta metoda de rezolvare, mai rapida

- X4, X5 ,---, X, pot fi la randul lor vectori
-A,, A, ,..., A pot coincide



Prezentarea generala a metodei

*La intalnirea unei astfel de probleme, daca nu
cunoastem aceasta tehnica, suntem tentati sa
generam toate elementele produsului cartezian A x

A, x...X A, si fiecare element sa fie testat daca este
solutie.

e Rezolvand problema in acest mod, timpul de
executie este atat de mare, incat poate fi considerat
infinit, algoritmul neavand nici o valoare practica.



Prezentarea generala a metodei

*De exemplu, daca dorim sa generam toate
permutarile unei multimi finite A, nu are rost sa
generam produsul cartezian AxAX.....xXA, pentru ca
apoi, sa testam, pentru fiecare element al acestuia,
daca este sau nu permutare (nu are rost sa generam
a,, a,, d4,..., a;, pentru ca apoi sa constatam ca nu
am obtinut o permutare, cand de la a doua cifra
a,ne puteam da seama ca cifrele nu sunt distincte).



Prezentarea generala a metodei

Tehnica Backtracking are la baza un principiu extrem
de simplu:

*se construieste solutia pas cu pas: Xy, X5, ..., X,

e daca se constata ca, pentru o valoare aleasa, nu
avem cum sa ajungem la solutie, se renunta la acea

valoare si se reia cautarea din punctul Tn care am
ramas



Prezentarea generala a metodei

Concret:
* se alege primul element x,, ce apartine lui A,

e presupunand generate elementele x,,x,,...,x,, apartinand
multimilor A,, A,,..., A,, se alege (daca exista) x,,,, primul
element disponibil din multimea A, .,

apar doua posibilitati:

1) Nu s-a gasit un astfel de element, caz in care se reia
cautarea considerand generate elementele x,,x,,...,x,, iar

aceasta se reia de la urmatorul element al multimii A, ramas
netestat



Prezentarea generala a metodei

2) A fost gasit, caz in care se testeazda daca acesta
indeplineste anumite conditii de continuare aparand astfel
doua posibilitati:
—indeplineste, caz in care se testeaza daca s-a ajuns la solutie
si apar din nou doua posibilitati:
°s-a ajuns la solutie, se tipareste solutia si se reia
algoritmul considerand generate elementele x,,x,,...,X,,

(se cauta in continuare, un alt element al multimii A,,
ramas netestat)

*nu s-a ajuns la solutie, caz in care se reia algoritmul
considerand generate elementele x,,x,,...,.X.,;, Si se
cauta un prim element x,,, € A,



Prezentarea generala a metodei

2) A fost gasit, caz in care se testeaza daca acesta
indeplineste anumite conditii de continuare aparand astfel
doua posibilitati:

— nu le Tndeplineste, caz in care se reia algoritmul considerand generate

elementele x,,x,,...,x,, iar elementul x,,, se cauta intre elementele multimii A,
ramase netestate

e Algoritmii se termina atunci cand nu mai exista nici un element x; € A,
netestat.

Observatie:
Tehnica Backtracking are ca rezultat obtinerea tuturor solutiilor problemei.

In cazul in care se cere o singura solutie se poate forta oprirea, atunci cind a fost gasita.



Prezentarea generala a metodei

Am aratat ca orice solutie se genereaza sub forma de vector.
Vom considera ca generarea solutiilor se face intr-o stiva.

Metoda backtracking se poate implementa si recursiv, dar
Implementarea iterativa foloseste 0 stiva, lar principiul de
lucrul este cel specific stivei — LIFO (Last In First Out) —
Ultimul Intrat Primul lesit



Prezentarea generala a metodei

Astfel, x1 e A1, se va gasi pe primul nivel al stivel, x2 € A2
se va gasi pe al doilea nivel al stivel,..., xx € Ak se va gasi
pe nivelul k al stivel.

In acest fel, stiva (notatd ST) va arata astfel:




Prezentarea generala a metodei

*Nivelul k+1 al stivel trebuie inifializat (pentru
a alege, 1n ordine, elementele multimii k+1).

* |Initializarea trebuie facuta cu o valoare aflata

(in relatfila de ordine considerata, pentru
mulfimea A, ,)

Inaintea tuturor valorilor posibile din mulfime.



Implementarea metodei backtracking

Generarea permutarilor
Enunt:

ge cit?gte un numar natural n. Se cere sa se genereze toate permutarile multimii {1,
,..,N}

Caz particular: daca n=3, mulfimile Ai=A2=As={1, 2, 3}

Solutiile ar fi:
123
132
213
231
312
321

Observatie:
Se observa, ca elementele multimilor sunt Tn ordine strict crescatoare si consecutive.

A|§adar mlodul de alegere din mulfime nu este aleatoriu ci se face in functie de ordinea
elementelor.



Implementarea metodei backtracking

Generarea permutarilor

Trebuie sa stabilim unele detalii cu privire la:

1. vectorul solutie — cate componente are, ce confine
flecare componenta.

2. multimea de valori posibile pentru fiecare
componenta (sunt foarte Importante Ilimitele acestel
mul{imi).

3. conditiile de continuare (conditile ca o valoare x, sa
fle acceptata).

4. conditia ca ansamblul de valori generat sa fie
solutie.



Implementarea metodei backtracking
Generarea permutarilor

pentru generarea permutarilor mul{imii
{1,2.....n}, orice nivel al stivel va lua valori de

la 1 la n.

* Inifializarea unul nivel (oarecare) se face cu
valoarea O.

* Procedura de Iinifializare o vom numi INIT si
va avea dol parametri:

kK (nivelul care trebuie initializat) si ST (stiva).




Implementarea metodei backtracking
Generarea permutarilor

*Gasirea urmatorului element al multimii A,
(element care a fost netestat) se face cu ajutorul
procedurii SUCCESOR (AS,ST,K).

 Parametrul AS (am succesor) este o variabila
booleana.

» In situatia in care am gasit elementul, acesta este
pus 1n stiva si AS 1a valoarea TRUE, Tn caz contrar

(nu a ramas un element netestat) AS 1a valoarea
FALSE.




Implementarea metodei backtracking

Generarea permutarilor

Odata ales un element, trebuie vazut daca acesta
indeplineste conditile de continuare (altfel spus, daca
elementul este valid).

 Acest test se face cu ajutorul procedurii VALID
(EV,ST,K).

« Parametrul EV (este valid) este o variabila booleana.

» In situatia in care elementul indeplineste conditiile de
continuare, EV la valoarea TRUE, In caz contrar (nu

indeplineste conditile de continuare) EV la valoarea
FALSE.




Implementarea metodei backtracking

Generarea permutarilor

*Testul daca s-a ajuns sau nu la solutia finala se
face cu ajutorul functiel SOLUTIE(K)

« O solutie se tipareste cu ajutorul proceduri
TIPAR.



Implementarea metodei backtracking

Generarea permutarilor: Schema generala a algoritmului in pseudocod este:

procedura Init
begin

st[k]<-valoare initiala de pornire
end:

procedura SUCCEeSsOor
begin
daca st[k]<valoarea ultimului element din S atunci
begin
st[k]<-st[k]+1;
as<-true
end
altfel as<-false;
end;



Implementarea metodei backtracking

procedura valid
begin
ev<-true;

In continuare se verifica conditiile ce trebuiesc indeplinite de elementele
aflate In stiva pana la nivelul dat k. Conditiile se stabilesc astfel incat in
cazul indeplinirii lor variabila ev sa primeasca de fiecare data valoarea false
(conditiile se neaga!!l)

end;

procedura tipar()

begin

Se parcurge stiva si se tiparesc valorile aflate acolo;
end;



Implementarea metodei backtracking

Programul principal este de fapt algoritmul cu revenire backtracking
begin
se citesc date de intrare
k<-1;
init
cat timp k > 0 executa
begin
repeta
succesor
daca as atunci valid
pana cand (as si ev) sau (not as)
daca as atunci
daca solutie atunci tipar
altfel
begin
k<-k+1;
init
end
altfel
k<-k-1;
end;
end



Implementarea metodei backtracking

* Pentru enuntul de la exemplul anterior, generam, cu ajutorul stivel,
solutiile prin metoda backtracking.

Pentru n=3:
pas 1.
* Se la primul element din multimea A1 si se pune pe nivelul 1 al stivel.

* Nu exista deocamdata nici o restrictie deoarece exista permutari ce
incep cu 1.

» Se trece la completarea urmatorului nivel al stivei.




Implementarea metodei backtracking
pas 2:
« Se ia primul element din multimea A2 si se pune pe nivelul 2 al stivel.

* Se observa ca valoarea 1 a mai fost introdusa in vectorul solutie, pe
nivelul anterior, si, In acest caz valoarea 1 nu poate fi atasata la vectorul
solutie.

* Asadar, se ia urmatorul element din multimea A2, adica 2.
« Se constata ca poate fi introdusa in vectorul solutie.
» Se trece la completarea urmatorului nivel al stivei.

s 2

1 1




Implementarea metodei backtracking

pas 3:
« Se la primul element din multimea As si se pune pe nivelul 3 al stivel.

» Se observa ca valoarea 1 a mai fost introdusa in vectorul solutie, pe
nivelul anterior, si, In acest caz valoarea 1 nu poate fi atasata la vectorul
solutie.

* Asadar, se ia urmatorul element din multimea As, adica 2. La fel ca
valoarea 1, 2 nu poate fi introdus in stiva.

» Se trece la urmatorul element din mulfime, 3. Se constata ca poate fi
introdusa Tn vectorul solufie. S-au completat toate nivelele stivei si deci

solutia este 1 2 3.
= ) [

2 2 2
1 1 1




Implementarea metodei backtracking

pas 4.

* Pentru nivelul 3 al stivei nu mai exista o alta valoare din multimea As ce
poate fi adaugata.

* Din acest motiv, se revine la nivelul 2 al stivel (inapoi) si se completeaza
cu urmatoarea valoare din multimea Az ce nu a fost utilizata, adica 3.

» Se trece la completarea urmatorului nivel al stivel.

3
1

* Procedeul se repeta pana cand nu se mai poate introduce o valoare pe nivelul
1 al stivei. In acel moment s-au generat toate solutiile problemei.




Implementarea metodei backtracking

void init(int k,int st[ ])
begin
st[k] -> 0
end
Int succesor(int k,int st[ ])
begin
daca st[k]<n
begin
st[k] -> st[k]+1
as -> 1 //true
end
altfel as -> 0 //false
return as
end



Implementarea metodei backtracking

int valid(int k,int st[ ]) void tipar(void)

begin begin
ev->1 pentruidelallan
pentruidelallak-1

daca st[i] = st[k]
ev >0

afiseaza st[i]
end

return ev

end

Int solutie(int k)

begin
daca k=n return 1
altfel return O

end



Implementarea metodei backtracking

Int main(void)

begin daca as //totin cadrul while
k=1 daca solutie(k) atunci tipar()
Init(k,st) altfel
cat timp k>0 /while begin
begin K++
executa //do Init(k,st)
begin end

as=succesor(k,st) else k--

daca as atunci
ev=valid(k,st) |
end //do end //end while

pana cand(!( !as || (as && ev)))

end // end main



Implementarea metodei backtracking
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Implementarea metodei backtracking

Problema 2:

Fiind data o tabla de sah, de dimensiune n*n, se cer toate solutiile de aranjare a n
regine, astfel incat sa nu se afle doua regine pe aceeasi linie, coloana sau diagonala
(reginele sa nu se atace reciproc).

Afisarea sa se faca astfel:

Exemplu: Pentru n=4 se va afisa:

Solutia 1. Solutia 2:
*R** **R*
***R R***
R*** ***R

**R* *R**
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Solutia 1
Process exited aftter 1.13 seconds

Ir]£; Dati numarul de regine = 6
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Process exited aftter 1.365
Press any key to continue
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Problema 3

Sa se genereze toate aranjamentele multimii {1, 2,
..., N}, cu cate p elemente.

Exemplu:

Pentrun =5 sip =3 se vor afisa multimile:
(1,2,3), (1,3,2), (2,1,3), (2,3,1), (3,1,2), (3,2,1);
(1,2,4), (1,4,2), (2,1,4), (2,4,1), (4,1,2), (4,2,1);
(1,2,5), (1,5,2), (2,1,5), (2,5,1), (5,1,2), (5,2,1);
(1,3,4), (1,4,3), (3,1,4), (3,4,1), (4,1,3), (4,3,1);
(1,3,5), (1,5,3), (3,1,5), (3,5,1), (5,1,3), (5,3,1);
(1,4,5), (1,5,4), (4,1,5), (4,5,1), (5,1,4), (5,4,1),
s.a.m.d.



Implementarea programului pentru generarea aranjamentelor:
#include<iostream.h>

int st[20],k,p,as,ev;
void init(int k,int st[ ])
{
st[k]=0;
}
Int succesor(int k,int st[ ])
{
If (st[k]<n)
{
st[k]=st[k]+1;
as=1;
}
else as=0;
return as;



int valid(int k,int st[ ])
{
ev=]1,
for (i=1;i<=k-1;i++)
If (st[i]==st[k]) ev=0;
return ev;

}



Int solutie(int k)
{ /
If (k==p ) return 1,
else return O;
}
void tipar(void)
{
for(i=1;i<=k;i++)
cout<<" "<<stli];
cout<<"\n":

}

Sigura modificare fata
de algoritmul generarii

L permutarilor:

~

/




int main(void)
{
cout<<“Dati n = “: cin>>n;
cout<<“Dati p = “; cin>>p;
k=1; init(k,st);
while (k>0)
{
do{
as=succesor(k,st); if
(as) ev=valid(k,st);
while (!( 'as || (as && ev)));
iIf (as)
If (solutie(k)) tipar();
else

{

k++:

init(k,st);



Problema 4

Sa se genereze toate combinarile multimii
{1, 2, ..., n}, cu cate p elemente.

Exemplu:
Pentrun =5 sip = 3 se vor afisa multimile:
(1,2,3), (1,2,4), (1,2,5), (1,3,4), (1,3,5), (1,4,5),
(2,3,4), (2,3,5), (3,4,5).



int valid(int k,int st[ ])

{

/

N

Modificare fata de algoritmul

generarii permutarilor:

« Elementele trebuie sa fie in ordine
crescatoare

\

/




Int solutie(int k)

{

(Generam P combinari !]
comparam k cu p
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1
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3

Terminated with r»eturn code
Press any key to continue .




Problema 3

Se considera un numar n natural nenul si se

cere sa se afiseze toate descompunerile numarului
n in suma de numere naturale.

Exemplu:

Pentru n=5 se vor afisa valorile:

1+1+1+1+1

1+1+1+2; 1+1+2+1; 1+2+1+1; 2+1+1+1

1+2+2; 2+1+2; 2+2+1

1+1+3; 1+3+1; 3+1+1

1+4: 4+1

2+3; 3+2

5



int valid(int k,int st[ ])

(. Trebuie calculata suma\
elementelor aflate la un
moment dat in stiva

« Daca suma depaseste
pe n, atunci ev=0!

. /

e s+=st[i];

*if(s>n) ev=0;

* return ev;

* }



Int solutie(int k)

Trebuie calculata suma\
elementelor aflate la un
moment dat in stiva
Daca suma este egala
Cu n, atunci am gasit o
solutie! J




Problema 4

Sa se descompuna un numar natural n, in
toate modurile posibile, ca suma de p numere
naturale (p<=n).

Exemplu:

Pentru n=5 si p=3 se obtin solutiile:
1+1+3; 1+3+1; 3+1+1,;

1+2+2; 2+1+2; 2+2+1;



Int solutie(int k)

e N\
 Trebuie calculata suma
elementelor aflate la

un moment dat in stiva
« Daca suma este egala
Cu n, atunci am gasit o

solutie!
In plus trebuie sa avem

\fIX p elemente in stlval/

s+=st[i]
f(s=né&& k==p)...
}




Terminated with r»eturn code
Press any key to continue .




Problema 5

Problema colorarii hartilor

Fiind data o harta cu n tari se cere o solutie de
colorare a hartii utilizdnd cel mult 4 culori, astfel incat
doua cu frontiera comuna sa fie colorate diferit.

O solutie este:

Tara 1 — culoarea 1
Tara 2 — culoarea 2

Tara 3 — culoarea 1
Tara 4 — culoarea 3
Tara 5 — culoarea 4




Pentru a specifica harta utilizam o matrice patratica cu
valori binare:

1, daca tara i are frontiera comuna cu tara }
A(l)) =
0, altfel

« Se va utiliza stiva st, unde nivelul k al stivei simbolizeaza
tara k, 1ar st[k] culoarea atasata tarii k.

e Stiva are inaltimea n si pe fiecare nivel ia valori intre 1 Si
4, adica numarul culorilor este maxim 4.

« Conditia ca doua tari vecine sa aiba aceeasi culoare este:
(stlk]==st[i]) && (a[i][k])==1)



#include<iostream.h>
#include<stdlib.h>
int st[20],k,as,ev,n,i,j,a[20][20];
void init(int k,int st[ ])
{
st[k]=0;
}
int succesor(int k,int st[ ])
{
It (st[k]<4)
{
st[k]=st[k]+1;
as=1;
}
else as=0;
return as;



int valid(int k,int st[ ])
{
ev=1,
for(i=1;i<=k-1;i++)
If(st[k] == st[i] && a[i][k] == 1) ev=0;
return ev;

}



Int solutie(int k)

{
If(k ==n ) return 1,

else return O;

}
void tipar(void)
{

for(i=1;i<=k;i++)

cout<<"tara "<<i<<" are culoarea "<<st[i]<<"\n";
exit(1);
}
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Terminated with return code
Press any key to continue .




Backtracking recursiv

Functiile folosite sunt in general aceleasi, cu doua mici exceptii:

1. In functia SOLUTIE conditia este n+1,

2. rutina backtracking se transforma in functie, care se apeleaza

prin BACK(1)

Principiul de functionare al functiei BACK, corespunzator unul
nivel k este urmatorul:

 In situatia in care avem o solutie, o tiparim si revenim pe nivelul
anterior

* In caz contrar se Initializeaza nivelul si se cauta un succesor

« cand am gasit unul verificam daca este valid; functia se

autoapeleaza pentru (k+1), in caz contrar urmand a se
continua cautarea succesorului;

e daca nu avem succesor, se trece pe nivel inferior (k-1) prin
lesirea din functia BACK



Implementarea algoritmului pentru generarea permutarilor —
varianta recursiva:

#include<iostream.h>
int st[20],k,p,as,ev,n;
void init(int k,int st[ ])
{
st[k]=0;
}
Int succesor(int k,int st[ ])
{
If ( stlk]<n)
{
st[k]=st[k]+1;
as=1,
}
else as=0;
return as;



int valid(int k,int st[ ])
{
ev=l,
for (inti=1;i<=k-1;i++)
If (st[i]==st[K]) ev=0;
return ev;

}

Int solutie(int k)
{
If (k==n+1) return 1;
else return O;
}
void tipar(void)
{
for(inti=1;i<=n;i++)
cout<<" "<<stl[i];
cout<<"\n";

}



void back(int k)

{
If(solutie(k)) tipar();

else{
init(k,st);
while(succesor(k,st))

{
ev=valid(k,st);
if(ev) back(k+1);

}
}

Int main(void)

{
cout<<"Datin ="; cin>>n;
back(1);

}



