Capitolul 2
METODE DE CAUTARE SI PROGRAMARE

2.1. Cautarea in latime

In teoria grafurilor, breadth-first search (BFS) este un algoritm de
cautare 1n grafuri, care Incepe cu varful radacina si exploreaza toate nodurile
vecine. Apoi, pentru fiecare dintre aceste noduri se exploreaza nodurile
vecine inca necercetate, s.a.m.d.., pAna cand scopul a fost atins.

BFS este o metoda de cautare, care tinteste extinderea si examinarea
tuturor nodurilor unui graf, cu scopul de a gasi solutia.

Din punct de vedere al algoritmului, toate nodurile ,,fii”” obtinute prin
expansiunea unui nod sunt adaugate intr-o ,,coada” de tipul FIFO (First In
First Out). In implementirile tipice, nodurile care nu au fost inci examinate
de catre vecinii corespunzatori sunt plasate intr-un ,recipient” (asemanator
unei cozi sau unei liste de legdturd), numit ,,deschis”, iar odatd examinati
sunt plasati in ,,recipientul” ,,inchis”.

2.1.1. Algoritmul
1. Introducerea nodului radacina in coada.
2. Extragerea unui nod din capatul listei si examinarea acestuia.
< Daca elementul cautat se identifica cu acest nod, se renunta la
cautare si se returneaza rezultatul.
< Altfel, se plaseaza toti succesorii (nodurile ,,fii”’) (neexaminati
incd) acestui nod la sfarsitul ,,cozii” (acesta In cazul in care
existd)
3. Daca ,,coada” este goala, fiecare nod al grafului a fost examinat -
se renunta la cautare si se intoarce la ,,not found”.
4. Repeta incepand cu Pasul 2.

2.1.2. Implementarea C++

In continuare este implementarea algoritmului de mai sus, unde
,heexaminatii pdnd in momentul de fatd” sunt gestionati de catre tabloul
parinte.

Fie structura struct si structura de noduri

struct Vertex {

std::vector<int> out;



std: :vector<Vertex> graph (vertices);

bool BFS(const std::vector<Vertex>& graph, int start, int end) {
std: :queue<int> next;
std::vector<int> parent (graph.size(), 0);

parent[start] = -1;
next.push (start);
while (!next.empty()) {
int u = next.front();
next.pop () ;
if (u == end) return true;

for (std::vector<int>::const iteratorj=graph[u].out.begin();
j != graph[u].out.end(); ++3J)

{
// Look through neighbors.

int v = *j;

if (parent[v] == 0) {
// 1T v is unvisited.
parent[v] = u;

next.push (v) ;
}
}

}
return False;

Sunt stocati parintii fiecarui nod, de unde se poate deduce drumul.

2.1.3. Complexitate si optimalitate
Complexitate in spatiu. Avand in vedere faptul ca toate nodurile
descoperite pana la momentul de fatd trebuiesc salvate, complexitatea in

spatiu a breadth-first search este OQV|+|E ), unde |V| reprezintd numarul

nodurilor, iar |E | numarul muchiilor grafului. Altd modalitate de a consemna

acest lucru: complexitate O(BM ), unde B reprezintd cea mai lunga ramura,
iar M lungimea maximd a drumului arborelui. Aceastd cerere imensda de
spatiu este motivul pentru care breadth-first search nu este practica in cazul
problemelor mai ample.

Complexitatea in timp. Odatd ce, in cel mai rau caz breadth-first
search trebuie sa ia in considerare toate drumurile catre toate nodurile,
complexitatea in timp a acestui tip de cautare este de O(] V |+ |E|). Cel mai
bun caz in aceastd cautare este conferit de complexitatea O(l). Are loc
atunci cand nodul este gasit la prima parcurgere.

Completitudine. Metoda breadth-first search este completa. Aceasta
inseamnd cd dacd existd o solutie , metoda breadth-first search o va gasi,
indiferent de tipul grafului. Cu toate acestea, dacd graful este infinit si nu
exista nici o solutie, breadth-first search va “esua”.
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Optimalitate. Pentru costul unitar pe muchii, bread-first search este
o metoda optima. In general, breadth-first search nu este o metoda optima, si
aceasta deoarece returneaza intotdeauna rezultatul cu cele mai putine muchii
intre nodul de start i nodul vizat. Daca graful este un graf ponderat, si drept
urmare are costuri asociate fiecarei etape, aceastd problema se rezolva
imbundtitind metoda breadth-first search astfel incat sa se uniformizeze
costurile de cautare, identificate cu: costurile drumului. Totusi, daca graful
nu este ponderat, si prin urmare toate costurile etapelor sunt egale,
breadth-first search va identifica cea mai apropiatd si optima solutie.

2.1.4 Aplicatii ale BFS

Breadth-first search poate fi folositd pentru rezolvarea unei game
variate de probleme de teoria grafurilor, printre care:

* Gasirea tuturor componentelor conexe dintr-un graf.

« Identificarea tuturor nodurilor intr-o componenta conexa.

» Gasirea celui mai scurt drum intre nodurile u si v (intr-un graf
neponderat).

* Testarea bipartitiei unui graf.

Gasirea Componentelor Conexe

Multimea varfurilor accesate prin metode BFS reprezintd cea mai
mare componentd conexa care contine varful de start.

Testarea bipartitiei

BFS poate fi folosita pentru testarea bipartitiei, incepand cautarea cu
orice varf si atribuind etichete alternative varfurilor vizitate in timpul
cautarii. Astfel, se atribuie eticheta 0 varfului de start, 1 tuturor vecinilor sai,
0 vecinilor acelor vecini, si aga mai departe. Daca intr-un anumit moment al
procesului un varf are vecini vizitati cu aceeasi eticheta, atunci graful nu este
bipartit. Daca parcurgerea se sfarseste farda a se produce o astfel de situatie,
atunci graful este bipartit.

2.2. Cautarea in adancime

Depth-first search (DFS) este un algoritm cautare a arborelui,
structurii arborelui, sau a grafului. Formal, DFS reprezinta o cautare care
evolueaza prin expansiunea la primul varf ,.,fiu” a arborelui ce ia nastere pe
masurd ce se coboard in adancime, pand in momentul in care varful ,.tintd”
este descoperit sau pana cand se intalneste un varf care nu are ,,fii”. La pasul
urmadtor, cautarea se reia (backtracking), revenind la nodul cel mai recent
vizitat, insd pentru care explorarea nu este incheiata. Intr-o implementare ne-
recursiva, toate varfurile recent vizitate sunt addugate intr-o stiva de tipul
LIFO (Last In First Out), in scopul explordrii acestora. Complexitatea In
spatiu a DFS este cu mult mai mica decat cea a BFS (Breadth-First Search).
De asemenea se preteazd mult mai bine metodelor euristice de alegere a
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ramurilor asemdnatoare. Complexitatea in timp a ambilor algoritmi este
proportionald cu numarul varfurilor plus numarul muchiilor grafului

corespunzator (OQV| + |E |))

Cautarea in adancime se poate folosi si la ordonarea liniard a
varfurilor grafului (sau arborelui). Exista trei astfel de posibilitati:

m O preordine reprezinta o listare a varfurilor in ordinea in care au
fost vizitati prin intermediul algoritmului cautérii in adancime. Aceasta este
o modalitate naturald si compactd de descriere a progresului cautarii. O
preordine a unei expresii arbore este ceea ce numim expresie in notatia
Poloneza.

m O postordine reprezintd o listare In care cel din urma varf vizitat
este primul  element al listei. O postordine a unui expresii arbore este de
fapt expresia 1n oglinda a expresiei In notatie Poloneza.

m O postordine inversatd (in oglinda) este, de fapt, reversul
postordinii, i.e. o listare a varfurilor in ordinea inversd a celei mai recente
vizite a varfurilor in cauzi. In cautarea unui arbore, postordinea inversati
coincide cu preordinea, insd, in general, diferd atunci cand se cautd un graf.

Spre exemplu cand se cauta graful:

incepand cu varful A, preordinile posibile sunt A B D C, respectiv A C D B
(in functie de alegerea algoritmului de a vizita mai Intai varful B sau varful
C), in timp ce postordinile inversate (in oglindd) sunt: ABCDsi ACBD.
Postordinea inversatd produce o sortare topologicd a oricarui graf orientat
aciclic. Aceasta ordonare este folositore si in analiza fluxului de control,
reprezentand adesea o liniarizare naturald a fluxului de control. Graful mai
sus amintit poate reprezenta fluxul de control intr-un fragment de cod ca cel
de mai jos:

if (A) then {

B

} else {
C

}
D

si este natural sa consideram ca acest cod urmeaza ordinea A B C D sau A C
B D, insa nu este normal sa urmeze ordinca A B D C sau A C D B.
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PSEUDOCOD (recursiv)
dfs (V)
process (V)
mark V as visited
for all vertices 1 adjacent to V not visited
dfs (1)

O alta varianta

dfs (graph G)
{
list L empty
tree T empty
choose a starting vertex X
search (x)
while (L is not empty)
{

remove edge (v, w) Ffrom beginning of L
if w not yet visited

add (v, w) to T
search (w)
}
}
}
search (vertex v)
{
visit v
for each edge (v, w)
add edge (v, w) to the beginning of L

Aplicatii
Iata cativa algoritmi in care se foloseste DFS:
] Gasirea componentelor conexe.
u Sortarea topologica.
] Gasirea componentelor tare conexe.

2.3. Metoda Greedy

Descrierea metodei Greedy

Metoda Greedy (greedy = lacom) este aplicabild problemelor de

optim.
Consideram multimea finita
A={a,..,a_}
si o proprietate p definitd pe multimea submultimilor lui A:
, p(0) =1
p:P(A)—{0,1} cu
pX)=1=p(Y)=,VYcX

O submultime S — A se numeste solutie daca p(S) = 1.
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Dintre solutii va fi aleasa una care optimizeaza o functie de cost
p:P(A)—>R
data.

Metoda urmdreste evitarea cautdrii tuturor submultimilor (ceea ce ar
necesita un timp de calcul exponential), mergandu-se "direct" spre solutia
optima. Nu este insd garantatd obtinerea unei solutii optime; de aceea
aplicarea metodei Greedy trebuie Insotita neaparat de o demonstratie.

Distingem doua variante generale de aplicare a metodei Greedy:

Prima variantd alege Tn mod repetat cate un element oarecare al
multimii A si il adaugd solutiei curente S numai daca in acest mod se obtine
tot o solutie. In a doua variantd procedura prel realizeazi o permutare a
elementelor lui A, dupad care elementele lui A sunt analizate in ordine si
adaugate solutiei curente S numai daca in acest mod se obtine tot o solutie.

Exemplu. Se considera multimea de valori reale A ={ay,...,a }.

Se cautd submultimea a cdrei suma a elementelor este maxima.
Vom parcurge multimea si vom selecta numai elementele pozitive,
care vor fi plasate in vectorul solutie s.

k<0
for i=1,n

if a; > 0

then k €<= k + 1; sy €<—a;
write(s)

2.4. Metoda backtracking

Un algoritm este considerat "acceptabil" numai daca timpul sdu de
executare este polinomial, adicd de ordinul O(n") pentru un anumit k; n
reprezintd numarul datelor de intrare.

Pentru a ne convinge de acest lucru, vom considera un calculator
capabil sa efectueze un milion de operatii pe secunda. in tabelul urmator apar
timpii necesari pentru a efectua n’, 2" si 3" operatii, pentru diferite valori
mici ale lui n:

n=20 |n=40 n=60
n |- - 0,2 sec
2" | Isec | 12,7 zile 366 secole
3" | 58 min | 3855 secole | 10" secole

Tabelul de mai sus aratd ca algoritmii exponentiali nu sunt
acceptabili.
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Descrierea metodei Backtracking
Fie produsul cartezian X =X, x...x X, . Cautam x € X cu ¢(x) =1,

unde ¢ : X — {0,1} este o proprietate definitd pe X.

Din cele de mai sus rezultd cd generarea tuturor elementelor
produsului cartezian X nu este acceptabila.

Metoda backtracking incearcd micsorarea timpului de calcul. X este
numit spatiul solutiilor posibile, iar ¢ sintetizeaza conditiile interne.

Vectorul X este construit progresiv, incepand cu prima componenta.
Nu se trece la atribuirea unei valori lui x, decat daca am stabilit valori pentru
X{see X1 $1 @ _1(X(5-s X 1) =1. Functiile ¢, : X, x..xX —{0,1} se
numesc conditii de continuare §i sunt de obicei restrictiile lui ¢ la primele k
variabile. Conditiile de continuare sunt strict necesare, ideal fiind sa fie si

suficiente.
Distingem urmatoarele cazuri posibile la alegerea lui xy:

1) "Atribuie si avanseaza": mai sunt valori neanalizate din Xj si
valoarea xy aleasa satisface ¢ y=> se mareste k.
2) "Incercare esuatd": mai sunt valori neconsumate din Xj si

valoarea xj aleasa dintre acestea nu satisface ¢=> se va relua,
incercandu-se alegerea unei noi valori pentru X.

3) "Revenire": nu mai existd valori neconsumate din Xy (X
epuizatd) = intreaga Xy devine disponibila si k <- k-1.
4) "Revenire dupa determinarea unei solutii": este retinuta solutia.

Retinerea unei solutii constd in apelarea unei proceduri retsol care
prelucreaza solutia si fie opreste procesul (daca se doreste o singura solutie),
fie prevede k <— k-1 (dacd dorim sa determinam toate solutiile).

Notim prin C;, < X, multimea valorilor consumate din Xy.

Algoritmul este urmatorul:

Ci<_ O, Vi;
k<-1;
while k > 0
if k = n+l
then retsol (x); k<-k-1;
else 1if CkCXk
then alege veX, \Ck; Ck <—Ck u{v}:
if O (X5 Xp 1, V) =1
then Xk «—v; k<-k+1;
else
else Cy<- 0; k<- k-1;
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Pentru cazul particular X, =..=X ={l,..,s}, algoritmul se

n
simplifica
k<-1; Xi<—O, vi=1, .., n;
while k > 0
if k = n+l

then retsol (x); k<-k-1;
else if Xk <Ss

then Xy <—xk+1;

1 @ (Xp5em Xy ) =1
then k<- k+1;
else

else xk<—0; k<-k-1;

2.5. Metoda divide et impera

Metoda Divide et Impera ("desparte si stdpaneste") consta in
impartirea repetatd a unei probleme de dimensiuni mari in mai multe
subprobleme de acelasi tip, urmata de rezolvarea acestora si combinarea
rezultatelor obtinute pentru a determina rezultatul corespunzator problemei
initiale. Pentru fiecare subproblema procedam in acelasi mod, cu exceptia
cazului in care dimensiunea ei este suficient de mica pentru a fi rezolvata
direct. Este evident caracterul recursiv al acestei metode.

Schema generala

Descriem schema generald pentru cazul in care aplicim metoda
pentru o prelucrare oarecare asupra elementelor unui vector. Functia DivImp,

care Intoarce rezultatul prelucrdrii asupra unei subsecvente Ap,08y, Va fi

apelatd prin DivIimp (1,n).

function DivImp (p,u)
if u-p < €
then r <- Prel (p, u)
else m <- Interm (p,u);
rl <- DivImp (p,m);
r2 <- DivImp (m+1,u);
r <- Combin (rl,r2)
return r
end;

unde:

) N e .. +u
- functia Interm Intoarce un indice n intervalul p..u; de obicei m = [p J ;

- functia prel Intoarce rezultatul subsecventei p .. u, dacd aceasta este
suficient de mica;
- functia combin intoarce rezultatul asamblarii rezultatelor partiale r1 si r2.
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2.6. Metoda Branch and Bound

Prezentare generala

Metoda Branch and Bound se aplicd problemelor care pot fi
reprezentate pe un arbore: se Incepe prin a lua una dintre mai multe decizii
posibile, dupd care suntem pusi in situatia de a alege din nou dintre mai
multe decizii; vom alege una dintre ele etc. Varfurile arborelui corespund
starilor posibile in dezvoltarea solutiei.

Deosebim doua tipuri de probleme:

1) Se cautd un anumit varf, numit varf rezultat, care nu are descendenti.
2) Exista mai multe varfuri finale, care reprezinta solutii posibile, dintre care
cautdm de exemplu pe cel care minimizeaza o anumita functie.

Desi metoda este aplicabild pe arbori. Existd multe deosebiri, dintre
care mentionam:

- ordinea de parcurgere a arborelui;

- modul in care sunt eliminati subarborii care nu pot conduce la o
solutie;

- faptul ca arborele poate fi infinit (prin natura sa sau prin faptul ca
mai multe varfuri pot corespunde la o aceeasi stare).

In general arborele de stiri este construit dinamic.

Este folositd o lista L de varfuri active, adica de stiri care sunt
susceptibile de a fi dezvoltate pentru a ajunge la solutie / solutii. Initial, lista
L contine radacina arborelui, care este varful curent. La fiecare pas, din L
alegem un varf (care nu este neaparat un fiu al varfului curent!), care devine
noul varf curent.

Cand un varf activ devine varf curent, sunt generati toti fiii sai, care
devin varfuri active (sunt inclusi in L). Apoi din nou este selectat un varf
curent.

Legat de modul prin care alegem un varf activ drept varf curent, deci
implicit legat de modul de parcurgere a arborelui, facem urmatoarele
remarci:

- cautarea in adancime nu este adecvatd, deoarece pe de o parte
arborele poate fi infinit, iar pe de alta parte solutia cdutata poate fi
de exemplu un fiu al radacinii diferit de primul fiu si cautarea in
adancime ar fi ineficienta: se parcurg inutil stari, in loc de a avansa
direct spre solutie;

- cautarea pe latime conduce totdeauna la solutie (dacd aceasta
exista), dar poate fi ineficientd dacd varfurile au multi fii.

Metoda Branch and Bound incearca un "compromis" intre cele doua
cautdri mentionate mai sus, atagdnd varfurilor active cate un cost pozitiv, ce
intentioneaza sa fie o masurd a gradului de "apropiere" a varfului de o
solutie. Alegerea acestui cost este decisiva pentru a obtine un timp de
executare cat mai bun si depinde de problema concretd, dar si de abilitatea
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programatorului.

Costul unui varf va fi totdeauna mai mic decat cel al descendentilor
(fiilor) sai.

De fiecare data drept varf curent este ales cel de cost minim (cel
considerat ca fiind cel mai "aproape" de solutie).

Din analiza teoretica a problemei deducem o valoare lim care este o
aproximatie prin adaos a minimului cautat: atunci cand costul unui varf
depaseste lim, varful curent este ignorat: nu este luat in considerare si deci
este eliminat intregul subarbore pentru care este rddacina. Daca nu
cunoastem o astfel de valoare lim, o initializdm cu + .

Se poate defini o functie de cost ideala, pentru care c(x) este dat de:

¢ nivelul pe care se afla varful x daca x este varf rezultat;

e +oo daca x este varf final, diferit de varf rezultat;

e min {c(y) |y fiu al lui x} daca x nu este varf final.
Aceasta functie este ideald din doua puncte de vedere:

- nu poate fi calculatd daca arborele este infinit; in plus,
chiar daca arborele este finit, el trebuie parcurs in intregime, ceea
ce este exact ce dorim sa evitam;

- daca totusi am cunoaste aceasta functie, solutia poate
fi determinata imediat: plecdm din radacind si coboram mereu spre
un varf cu acelasi cost, pand ajungem in varful rezultat.

Neputand lucra cu functia ideald de mai sus, vom alege o
aproximatie d a lui ¢, care trebuie sa satisfaca conditiile:

1) in continuare, dacd y este fiu al lui x avem
d(x) < d(y);

2) d(x) sa poata fi calculatd doar pe baza informatilor din
drumul de la radacina la x;

3) este indicat ca d<c pentru a ne asigura ca daca
d(x ) > lim, atunci si ¢(x) > lim, deci X nu va mai fi
dezvoltat.

O prima modalitate de a asigura compromisul intre cautarile in
adancime si pe latime este de a alege functia d astfel incat, pentru o valoare
naturald k, sa fie indeplinita conditia: pentru orice varf x situat pe un nivel
nx si orice varf situat pe un nivel ny > nx + k, sa avem d(x) > d(y),
indiferent daca y este sau nu descendent al lui x.

Conditia de mai sus spune ca niciodatd nu poate deveni activ un varf
aflat pe un nivel ny > nx + k daca in L apare un varf situat pe nivelul nx,
adica nu putem merge "prea mult" in addncime. Daca aceasta conditie este
indeplinita, este valabild urmatoarea propozitie:

Propozitie.

In ipoteza ci este indeplinitd conditia de mai sus si dacd existd
solutie, ea va fi atinsa intr-un timp finit, chiar daca arborele este infinit.

18



Algoritmul Branch & Bound pentru probleme de optim
Sa presupunem ca dorim sa determinam varful final de cost minim si

drumul de la radacind la el. Fie 1im aproximarea prin adaos considerata mai

sus.
Algoritmul este urméatorul (rad este rddacina arborelui, iar i ,., este

varful rezultat):

i<-rad; L<={i}; min<-1lim;
calculdm d(rad); tata(i)<-0

while L# @
i <= L {este scos varful i cu d(i) minim din min-ansamblul L}

for toti j fii ai lui i
calculam d(j); calcule locale asupra lui j; tata(j)<-i
if j este varf final
then if d(j)< min

then min<-d(3j); ifina1<-J
elimind din L varfurile k cu d(k) 2min (%)
else if d(j)<min
then j => L
if min =lim then write {'Nu exista solutie')
else writeln (min); i<-ifina1

while i# 0
write{i); i<-tata{i)

La (*) am tinut cont de faptul ca daca j este descendent al lui 1, atunci
d@)<dg).

19



20



