Capitolul 5
PROBLEME DE DRUM IN (DI)GRAFURI

5.1. Problema celui mai scurt drum

In teoria grafurilor, problema celui mai scurt drum consti in
gasirea unui drum astfel incat suma “costurilor’” muchiilor constituente sa fie
minimd. Un exemplu il constituie gasirea celei mai rapide modalitdti de a
trece de la o locatie la alta pe o hartd; in acest caz nodurile sunt reprezentate
de catre locatiile respective, iar muchiile reprezintd segmentele de drum, si
sunt ponderate, costurile constituind timpul necesar parcurgerii acelui
segment.

Formal, fiind dat un graf ponderat (adicd, o multime de varfuri V, o
multime a muchiilor £, si o functie de cost

fE—>R
cu valori reale) si un element v al lui V, sa se giseasca un drum P de la v la
fiecare v' din V astfel incat
2. /(p)

peP
sa fie minim intre toate drumurile ce leaga v de v'.

Uneori mai poate fi recunoscuta sub numele de problema drumului
cel mai scurt corespunzitor perechii singulare, cu scopul deosebirii
acesteia de urmatoarele generalizari:

e problema drumului cel mai scurt corespunzitor sursei
unice, o problemd mai generald, In care trebuie sd gasim cele
mai scurte drumuri de la un nod sursa v la toate celelalte noduri
ale grafului.

e problema drumului cel mai scurt corespunzitor tuturor
perechilor reprezintd o problema si mai generala, in care
trebuie sa gasim cele mai scurte drumuri Intre oricare pereche
de noduri (varfuri) v, v' din graf.

Ambele generalizari amintite au algoritmi mai performanti in practica
decat simpla rulare a algoritmului corespunzator drumului cel mai scurt in
cazul perechii-unice (singulare) pentru toate perechile relevante de varfuri.

Algoritmi
Cei mai importanti algoritmi care rezolva aceasta problema sunt:
o Algoritmul lui Dijkstra — rezolva problema sursei unice, daca
toate muchiile sunt ponderate pozitiv Acest algoritm poate
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genera cele mai scurte drumuri de la un anumit punct de
placare s la toate celelalte noduri.

Algoritmul Bellman-Ford — rezolva problema sursei unice si
pentru costuri negative ale muchiilor.

Algoritmul de cautare A* - rezolva problema drumurilor cele
mai scurte in cazul sursei unice, folosind euristica, in
incercarea accelerarii cautarii.

Algoritmul Floyd-Warshall — rezolva problema celor mai
scurte drumuri corespunzatoare tuturor perechilor.

Algoritmul lui Johnson - rezolva problema celor mai scurte
drumuri corespunzatoare tuturor perechilor; poate fi mai rapid
ca Algoritmul Floyd-Warshall, in cazul grafurilor rare.

Aplicatii
Algoritmii ce rezolva problema celui mai scurt drum se aplica, in

mod evident, pentru a gasi, in mod automat, adrese intre diferite locatii
fizice, cum ar fi spre exemplu instructiuni legate de sofat oferite de GPS —
uri sau programele web de mapare (Mapquest).

Daca reprezentam, spre exemplu, o masind abstractd nedeterminista

sub forma unui graf, in care varfurile descriu state, iar muchiile descriu
posibile tranzitii, algoritmii de identificare a celui mai scurt drum pot fi
folositi pentru a gasi o secventd optimala de alegeri, astfel incat sd ajunga
intr-un stat prestabilit, sau pentru a minimiza timpul necesar pentru a ajunge

in acel stat.

{

Pl e fre e

for (f =

temp
i

KEYTYPE temp;

1; £ < MAXDIM; f4+)

= A[E]:
= f£-1;:

{

if (A[L£] > A[E-1]) continue;

while [([(i==0) s& (L[1i] > temp))
ATi+1] = A[i]:
A=

{
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5.1.1. Arborele Steiner
A

(-'-

Solutia pentru 3 puncte; punctul Steiner este cel din mijloc —
a se remarca faptul ca nu exista conexiuni directe intre A, B, C

A

Solutia pentru 4 puncte — a se remarca faptul ca exista 2 puncte Steiner

Problema Arborelui Steiner este, aproximativ, similard problemei
arborelui partial de cost minim: fiind datd o multime V de varfuri,
interconectati aceste puncte prin intermediul unui graf de lungime minima,
unde lungimea reprezintd suma lungimilor tuturor muchiilor. Diferenta intre
Problema Arborelui Steiner si Problema Arborelui Partial de Cost Minim
consta in faptul ca in cadrul Arborelui Steiner pot fi adaugate grafului initial
varfuri i muchii intermediare, cu scopul reducerii lungimi arborelui partial.
Aceste varfuri nou introduse, in scopul reducerii lungimii totale a conexiunii,
sunt cunoscute sub numele de Puncte Steiner sau Varfuri Steiner. S-a
demonstrat ca acea conexiune rezultanta este un arbore, numit si Arborele
Steiner. Pot exista mai multi arbori Steiner pentru o multime datd de varfuri
initiale.

Problema originala a fost formulatd in forma cunoscutd sub numele
de Problema Arborelui Euclidean Steiner: Fiind date N puncte in plan, se
cere sa se conecteze prin intermediul liniilor, valoarea rezultantd a acestora
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fiind minima, astfel incat oricare doud puncte sunt interconectate, fie printr-
un segment de linie, fie via alte puncte, respectiv alte segmente de dreapta.

Pentru Problema Euclidean Steiner, punctele addugate grafului
(Punctele Steiner) trebuie sa aiba gradul trei, iar cele trei muchii incidente
corespunzatoare trebuie sa formeze trei unghiuri de 120 de grade. Rezulta ca
numarul maxim de Puncte Steiner pe care le poate avea un Arbore Steiner
este de N-2, unde N reprezintd numarul initial de puncte considerate.

Se poate inca generaliza pana la Problema Metrica a Arborelui
Steiner. Fiind dat un graf ponderat G(S,E,w) ale carui varfuri corespund unor
puncte in spatiul metric, iar ,,costul” muchiilor este reprezentat de distantele
in spatiu, se cere sa se giseascd un arbore de lungime totald minima, ai carui
varfuri constituie o supermultime a multimii S, multime a varfurilor grafului
G.

Versiunea cea mai generald o constituiec Arborele Steiner 1in
grafuri: Fiind dat un graf ponderat G(V,E,w) si o submultime de varfuri
S < V gasiti un arbore de cost minim care include toate nodurile multimii S.

Problema Metrica a Arborelui Steiner corespunde problemei
Arborelui Steiner in grafuri, unde graful are un numar infinit de noduri, toate
fiind puncte in spatiul metric.

Problema arborelui Steiner are aplicatii in design-ului retelelor.
Majoritatea versiunilor Problemei Arborelui Steiner sunt NP — complete, i.e.,
gandite ca fiind computational-dificile. In realitate, una dintre acestea se
numara printre cele 21 de probleme initiale ale lui Karp, NP — complete.
Unele cazuri restrictive pot fi rezolvate intr-un timp polinomial. In practica
se folosesc algoritmii euristici.

O aproximare comund a Problemei Arborelui Euclidian Steiner este
reprezentatd de calcularea arborelui partial de cost minim Euclidian.

5.1.2. Algoritmul lui Dijkstra

Algoritmul lui Dijkstra, dupa numele celui care l-a descoperit,
expertul in calculatoare Edsger Dijkstra, este un algoritm greedy care rezolva
problema celui mai scurt drum cu o singura sursa pentru un graf orientat,
care nu are muchii ponderate negativ.

Spre exemplu, dacad varfurile grafului reprezintd orase, iar costurile
muchiilor reprezintd distantele de parcurs intre perechi de orase conectate
printr-un drum direct, algoritmul lui Dijkstra poate fi folosit pentru
depistarea celui mai scurt traseu intre cele doud orase.

Datele de intrare necesare implementarii algoritmului sunt: un graf
orientat ponderat G si un vdrf sursa s in G. Vom nota cu /' multimea tuturor
varfurilor grafului G. Fiecare muchie a grafului reprezintd o pereche
ordonata de varfuri (u, v), semnificatia acesteia fiind legatura intre u si v.
Multimea tuturor muchiilor este notatd cu E. Costurile muchiilor sunt date de
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functia de cost w: E —[0,0); astfel, w(u,v) reprezintd costul muchiei (u,v).
Costul unei muchii poate fi inchipuit ca o generalizare a distantei Intre aceste
doud varfuri. Costul unui drum intre doud varfuri este dat de suma tuturor
costurilor muchiilor componente. Pentru o pereche data de varfuri s si ¢ din
V, algoritmul gaseste drumul de cost minim intre s §i ¢ (i.e. cel mai scurt
drum). Algoritmul poate fi folosit, in aceeasi masura pentru depistarea
drumurilor de cost minim intre varful sursd s si toate celelalte varfuri ale
grafului.

Descrierea algoritmului

Algoritmul functioneaza retindnd, pentru fiecare vérf v, costul d[v] al
celui mai scurt drum gésit pand in acel moment intre s §i v. Initial, aceasta
valoare este 0, pentru varful sursa s (d [S] = (), respectiv infinit pentru restul

varfurilor, sugerdnd faptul ca nu se cunoaste nici un drum catre aceste noduri
(varfuri) (d [v] =o pentru fiecare v din V, exceptand s). La finalul
algoritmului, d[v] va reprezenta costul celui mai scurt drum de la s la v — sau
infinit, daca nu exista un astfel de drum.

Algoritmul presupune existenta a doud multimi de varfuri S si Q.
Multimea S contine toate varfurile pentru care se cunoaste valoarea d [v],
valoare ce corespunde costului celui mai scurt drum, iar multimea Q contine
toate celelalte varfuri . Multimea S este, initial,goala (nu are elemente), iar cu
fiecare pas un varf din multimea Q devine element al multimii S. Acest varf
este ales astfel incit d[v] si corespundi celei mai mici valori. Odati cu
,mutarea” varfului ¥ in multimea S, algoritmul ,;relaxeaza” fiecare muchie
de forma (u,v). Aceasta inseamna ca, pentru fiecare vecin al lui v sau al lui u,
algoritmul verifica daca poate optimiza drumul (la v) cunoscut ca fiind cel
mai scurt pana la acel moment, urmand drumul cel mai scurt de la sursa s la
u, traversand in cele din urma muchie (#, v). Daca acest nou drum este mai
bun (in sensul unui cost mai mic), algoritmul actualizeaza d [v], atribuindu-i
valoarea mai mica.

4 | o ) 4 ! "1 } 4 | 3 J
L 0 ] 1 1 0 1
(o] -Z_.E |
Executia algoritmului Dijkstra asupra unui graf mic, demonstrand doua
operatii de relaxare
Pe masura ce se gasesc drumuri mai scurte, costul estimat este redus,

lar sursa se relaxeaza. Eventual, drumul cel mai scurt, dacd existd, se
relaxeaza la maximum.
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Pseudocodul

In algoritmul ce urmeazi, u:= extract min(Q) cauti varful u in
multimea varfurilor Q, care are cea mai mica valoare asociatd dist[u]. Varful
este scos din multimea Q si returnat utilizatorului. length(u, v) calculeaza
distanta intre cele doud varfuri vecine u si v alt de pe linia 10 reprezinta
lungimea drumului de la radacina la v, daca ar fi sa treaca prin u. Daca acest
drum este mai scurt decat drumul considerat in momentul respectiv ca fiind
cel mai scurt, acel drum curent este inlocuit cu acest a/t drum.

1 function Dijkstra(Graph, source):
2 for each varf v in Graph:

3 dist[v] := infinity

4 previous[v] := undefined
5 dist[source] := 0

6 Q := copy(Graph)

7 while Q is not empty:

8 u := extract min(Q)

9 for each vecin v of u:
10 alt = dist[u] + length(u, v)
11 if alt < dist[v]
12 dist([v] := alt
13 previous[v] := u

Daca, insa ne intereseaza doar un drum mai scurt intre varfurile sursa
si tinta, cautarea poate inceta la punctul 9 dacd u=target. Acum putem ,,citi”
cel mai scurt drum de la sursa la tinta prin iterare:

S := empty sequence

u := target

while este definit previous[u]
insereaza u la inceputul of S
u := previous|u]

g w N

Acum secventa S reprezinta lista varfurilor ce constituie unul dintre
cele mai scurte drumuri de la sursa la finta, sau secventa nula daca un astfel
de drum nu exista.

O problema mult mai generala ar fi aceea a determinarii tuturor celor
mai scurte drumuri intre sursa si tinta (pot fi mai multe astfel de drumuri, de
aceeasi lungime). In acest caz, in locul memorarii unui singur nod la fiecare
»intrare” previous[], se vor pastra toate varfurile ce satisfac conditia de
relaxare. Spre exemplu, daca atat » cat si sursa sunt conectate (sunt in
legdturd) cu tinta si ambele apartin unor celor mai scurte drumuri distincte,
ce ating tinta (deoarece costul muchiilor este acelasi in ambele cazuri),
atunci vom adauga ambele varfuri — » si sursa — valorii anterioare [target].
Cand algoritmul este complet, structura de date previous[] va descrie un graf,
care este subgraf al grafului initial din care au fost nlaturate unele muchii.
Proprietatea esentiala va fi datd de faptul ca daca algoritmul a rulat cu un
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anumit varf de Inceput, atunci fiecare drum de la acel varf catre oricare alt
varf, In noul graf, va fi cel mai scurt intre nodurile respective in graful
original, iar toate drumurile de aceiasi lungime din garful original vor fi
prezente in graful rezultant. Astfel, pentru a gasi aceste drumuri scurte Intre
oricare doua varfuri date vom folosi algoritmul de gasire a drumului n noul
graf, asemenea depth-first search (cautarii in adancime).

Timpul de rulare

Timpul de rulare al algoritmului lui Dijkstra intr-un graf cu |E| muchii

si |V] noduri poate fi exprimat ca o functie de |E| s |V , folosind notatia O.

Cea mai simpld implementare a algoritmului lui Dijkstra stocheaza
varfurile multimii Q intr-o listd de legatura ordinard sau intr-un tablou, iar
operatia Extract-Min(Q) este o simpla cautare liniara a varfurilor multimii Q.

In acest caz, timpul de rulare este O(|V|2 + |E|) .
Pentru cazul grafurilor rare, adica, grafuri cu un numar de muchii

mult mai mic decét |V ? , algoritmul Dijkstra se poate implementa intr-un

mod mult mai eficient, prin stocarea grafului sub forma listelor de adiacenta
si folosirea heap binar sau heap Fibonaci pe post de coadd cu prioritdti n
implementarea functiei Extract-Min. Cu heap binar algoritmul necesitd un

timp de rulare de ordinul O((|E| + |V|) log|V|) (dominat de catre O(|E|10g|V|)
presupunand ca |E| > |V| —1), iar heap Fibonaci Tmbundtateste acest timp la

O(|E|+|V[log|V)).

5.1.3. Probleme similare si algoritmi

Functionalitatea algoritmului original al lui Dijkstra poate fi extinsa
dacd se efectueazd anumite schimbari. De exemplu, n unele cazuri este de
dorit a se prezenta unele solutii ce nu sunt chiar optimale din punct de vedere
matematic . Pentru a obtine o listd consistentd de astfel de solutii mai putin
optimale, se calculeaza, totusi, incd de la inceput, solutia optima. Se elimina,
din graf, o singurd muchie ce apare in solutia optima, iar solutia optima a
acestui nou graf este calculatd. La intoarcere, fiecare muchie a solutiei
originale este suprasaturatd, iar drept urmare se calculeaza un nou cel mai
scurt drum. Solutiile secundare astfel obtinute sunt ingiruite imediat dupa
prima solutie optima.

OSPF (open shortest path first) reprezintd o implementare reald a
algoritmului lui Dijkstra, in rout-area internet-ului.

Spre deosebire de algoritmul lui Dijkstra, algoritmul Bellman-Ford
poate fi folosit si in cazul grafurilor ce au muchii cu costuri negative, atat
timp cat graful nu contine nici un ciclu negativ care se poate atinge din varful
sursd s. (Prezenta unor astfel de cicluri sugereaza faptul ca nu existd ceea ce
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numim cel mai scurt drum, avand in vedere ca valoarea descreste de fiecare
data cand ciclul este traversat.)

Algoritmul A* este o generalizare a algoritmului Dijkstra, care
reduce marimea subgrafului care urmeaza sa fie explorat, aceasta in cazul in
care sunt disponibile informatii aditionale, menite sa micsoreze ,,distanta”
catre tinta.

Procesul care sta la baza algoritmului lui Dijkstra este similar
procesului greedy, folosit in cazul algoritmului lui Prim.

Scopul algoritmului Iui Prim il constituie gédsirea arborelui partial de cost
minim corespunzator unui graf.

5.1.4. Probleme legate de drum

m Drumul Hamiltonian si probleme legate de cicluri

m Arborele partial de cost minim

m Problema inspectiei drumului (cunoscutd si sub numele de
,,Problema Postagului Chinez”)

m Cele Sapte Poduri din Konigsberg

m Problema celui mai scurt drum

m Arborele Steiner

m Problema Comisului Voiajor (NP - completd)

5.1.5. Algoritmul Bellman-Ford

Algoritmul Bellman —Ford calculeaza cele mai scurte drumuri de la
un vdrf-sursa catre celelalte varfuri ale unui digraf ponderat (unde unele
muchii pot avea costuri negative). Algoritmul lui Dijkstra rezolva aceeasi
problema, chiar cu un timp de executie mai mic, insd necesitd muchii ale
caror costuri sa fie nenegative. Astfel, algoritmul Bellman — Ford se
foloseste doar atunci cand exista costuri negative ale muchiilor.

Potrivit lui Robert Sedgewick, ,,Valorile negative intervin in mod
natural Tn momentul 1n care se reduc alte probleme la probleme de studiu a
drumului cel mai scurt”, si ofera ca exemplu specific problema reducerii
complexitdtii -NP a drumului Hamiltonian. Dacd un graf contine un ciclu
avand valoare negativa, atunci nu existd solutie; Bellman — Ford rezolva
acest caz.

Algoritmul Bellman — Ford, in structura sa de baza, este similar
algoritmului Dijkstra, dar in locul unei selectii de tip greedy a nodului minim
poderat, apeleaza la simpla relaxare a muchiilor, acest proces executandu-se

de |V| —1 ori, unde |V| reprezintd numdrul varfurilor dintr-un graf. Aceste

repetari permit propagarea distantelor minime in graf, tindnd cont de faptul
ca, n absenta ciclurilor negative, cel mai scurt drum poate vizita fiecare nod
cel mult o data. Spre deosebire de abordarea greedy, care depinde de anumite
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consideratii structurale derivate din costurile pozitive, aceastd abordare
directa se extinde la cazul general.

Timpul de rulare al algoritmului Bellman — Ford este de ordinul
O(E]).

procedure BellmanFord(list vertices, list edges, vertex source)
// Pasul 1: Initializarea grafului
for each vertex v in vertices:

if v IS source then v.distance := 0
else v.distance := infinity
v.predecessor := null

// Pasul 2: Relaxarea repetitivd a muchiilor
for i from 1 to size(vertices):
for each edge uv in edges:

u := uv.source
v := uv.destination //uv este muchia de la u la v
if v.distance > u.distance + uv.weight:
v.distance := u.distance + uv.weight
v.predecessor := u

// Depistarea ciclurilor negative

for each edge uv in edges:
u := uv.source

uv.destination

f v.distance > u.distance + uv.weight:
error "Graful cintine un ciclu negativ"

-
Il

Demonstratia corectitudinii

Corectitudinea algoritmului poate fi ardtata cu ajutorul inductiei.
Propozitia care va fi demonstrata prin inductie este datd de urmatoarea:

Lema.

Dupa i repetitii ale buclei for:

. Daca Distance(u) nu este infinita, atunci este egala cu lungimea unui
anumit drum de la S la u;

. Daca exista un drum de la S la U cu cel mult | muchii, atunci
Distance(u) corespunde cel mult lungimii celui mai scurt drum de la S la u
cu cel mult | muchii.

Demonstratie.

Pentru etapa I, consideram i = 0 si momentul apriori ciclului for
considerandu-I ca fiind executat pentru prima data. Apoi, pentru varful sursa,
source.distance=0, ceea ce este corect. Pentru alte varfuri u,
u.distance=infinity, ceea este deopotriva corect deoarece nu existd nici un
drum de la sursa la u cu 0 muchii.

Pentru pasul inductiv, demonstram pentru iInceput prima parte.
Considerand un moment in care distanta la un varf este datd de:
v.distance:=u.distance+uv.weight. Prin presupunere inductiva, wu.distance
este lungimea wunui drum oarecare de la sursa la u. Astfel,
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u.distance+uv.weight este lungimea drumului de la sursa la v, care nu
paraseste drumul de la sursa la u si ajunge la v.

Pentru cea de-a doua parte, consideram cel mai scurt drum de la
sursa la u cu cel mult i muchii. Fie v ultimul varf inaintea lui u pe acest
drum. Atunci, portiunea de drum de la sursa la v este cel mai scurt drum de
la sursa la v cu cel mult i-/ muchii. Prin presupunere inductiva, v.distance,
dupa i-/ cicluri, are cel mult lungimea acestui drum. De aceea,
uv.weight+v.distance are cel mult lungimea drumului de la s la u. La ciclul
cu numarul i, w.distance este comparat cu uv.weight+v.distance, si se
egaleaza cu aceastd cantitate daca uv.weight+v.distance este mai mica. De
aceea, dupa i cicluri, u.distance are cel mult lungimea celui mai scurt drum
de la sursa la u, drum ce foloseste cel mult i muchii.

Cand i egaleazd numarul varfurilor grafului, fiecare drum va fi cel
mai scurt intre toate varfurile, doar daca nu exista cicluri negative. Daca
exista totusi un ciclu ponderat negativ si accesibil de la sursa, atunci dat fiind
un drum oarecare, exista unul mai scurt, deci nu existd un cel mai scurt
drum. Altfel, cel mai scurt drum nu va include nici un ciclu (deoarece
ocolirea ciclului ar presupune scurtarea drumului), pentru ca fiecare drum
mai scurt sa viziteze fiecare nod cel mult o data, iar numarul de muchii
corespunzator sa fie mai mic decat numarul varfurilor grafului.

Aplicatii In rutare

O varianta distribuita a algoritmului Bellman — Ford se foloseste in
protocoalele de rutare distanta-vector, de exemplu Protocolul de Rutare a
Informatiei (RIP)(Routing Information Protocol). Algoritmul constd din
urmatorii pasi:

1. Fiecare nod calculeaza distanta Intre “sine” si toate celelate noduri si
stocheaza aceasta informatie ca un tabel.

2. Fiecare nod isi trimite tabelul corespunzator tuturor celorlalte noduri.
3. In momentul in care un nod primeste un astfel de tabel de la vecinii

sdi, calculeaza cele mai scurte cai catre toate celelalte noduri si actualizeaza
propriul tabel astfel incat sa fie reflectate toate schimbarile survenite.

Marele dezavantaj al algoritmului Bellman-Ford in aceste conditii
consta in:

. Masurarea incorecta

. Schimbarile in topologia retelei nu sunt reflectate in timp util,
odata cu actualizarea succesiva a tabelelor nodurilor.

. Numararea la infinit (proces ce survine ca urmare a esecului

transmiterii tabelelor)

Implementare
Urmatorul program implementeaza algoritmul Bellman-Ford in C.
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#include <limits.h>
#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
/* S& considerdm INFINIT-ul o valoare 1intreagd, pentru
interveni confuzia in valorarea reald, chiar si cea negativd*/
#define INFINITY ((1 << 14)-1)
typedef struct {

int source;

int dest;

int weight;
} Edge;
void BellmanFord(Edge edges[], int edgecount, int nodecount,
source)
{

int *distance = (int*) malloc (nodecount * sizeof (*distance));

int i, Jj;

for (i=0; 1 < nodecount; i++)

distance[i] = INFINITY;

/* distanta nodului sursd este presetatd ca fiind nuld */

distance[source] = 0;

for (i=0; 1 < nodecount; i++) {

for (j=0; j < edgecount; Jj++) {
if (distance[edges[j].source] != INFINITY) {
int new distance = distance[edges[]].source] +
edges|[j].weight;
if (new distance < distance[edges[]j].dest])
distance[edges[j].dest] = new distance;

}
}
for (i=0; i < edgecount; i++) {
if (distance[edges[i].dest] > distance[edges[i].source] +
edges[i].weight) {

a

nu

int

puts ("S-au detectat cicluri cu muchii ponderate negativ

(cu costuri negative)!");
free (distance);
return;

}
}

for (i=0; i < nodecount; i++) {

printf ("Cea mai scurtd distantd dintre nodurile %d si %d este

%d\n",
source, i, distancelil]);
}
free (distance) ;
return;
}
int main(void)

{

/* Acest test ar trebui s& genereze distantele 2, 4, 7, -2,

0. */
Edge edges[lo] = {{Orlr 5}, {0121 8}1 {0131 _4}1 {llol _2}1
{2111 _3}1 {2131 9}1 {3111 7}1 {3141 2}1
{4,0, 6}, {4,2, 7}};
BellmanFord (edges, 10, 5, 4);
return 0;

and
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5.1.6. Algoritmul de ciutare A™

In stiinta calculatoarelor, A® este un algoritm de ciutare a grafurilor
de tipul “best-first”, care gaseste drumul de cost de minim de la un nod
initial la un nod “tinta” (din una sau mai multe tinte posibile).

Foloseste o functie euristica distantd-plus-cost (notatd de reguld cu
f (x)) pentru a determina ordinea in care sunt vizitate nodurile arborelui.
Euristic-ul distanta-plus-cost reprezintd o suma de doud functii: functia
cost-drum (notata de obicei cu g(x), care poate fi, sau, nu euristicd) si o
“estimare euristicd” admisibila a distantei catre tintd (notatd de reguld cu
h(x)). Functia cost-drum g(x) determini costul de la nodul de start la nodul
curent.

Avand in vedere faptul ci h(x), parte a functiei f(x), trebuie sa fie
euristic admisibila, trebuie sa se “subestimeze” distanta catre tinta. Astfel,
pentru o aplicatie ca rout-area, h(x) ar putea reprezenta distanta in linie
dreapta la tintd, tinand cont si de faptul ca, din punct de vedere fizic, este cea
mai micd distanta posibild intre oricare doud noduri.

Algoritmul a fost descris pentru prima datd in anul 1968 de catre
Peter Hart, Nils Nilsson, respectiv Bertram Raphael. Algoritmul era numit
algoritmul A. Avand in vedere faptul ca se face apel doar la comportamentul

optimal pentru un anumit euristic, a fost numit A".
Descrierea algoritmului

% o . . n

A" cautd toate drumurile de la nodul de start, oprindu-se in
momentul in care s-a gasit drumul cel mai scurt la nodul finta. Ca toti
algoritmii de cautare informationali, cerceteaza mai intai drumurile ce par a

conduce la tintd. Ceea ce prezinti A” in plus fatd de ciutarea greedy de tip
best-first este reprezentat de faptul cd ia In considerare distanta deja parcursa

Incepand cu un anumit nod (initial), algoritmul extinde nodul cu cea
mai mica valoare a lui f (x)- nodul care are cel mai mic cost-per-beneficiu.

A" mentine o multime de solutii partiale - noduri frunzi neextinse -, stocati
intr-o coada cu prioritati. Prioritatea asociatd unui drum x este determinata de
functia f(x) = g(x)+ 4(x). Functia “continui” pan cand o fintd are o valoare
corespunzatoare f (x) mai mica decat a oricarui nod din coada (sau pana
cand arborele va fi fost parcurs in totalitate). Multe alte tinte pot fi trecute cu
vederea dacd exista un drum care putea conduce la o ,.tintd” avand ,,costul”
mai mic.
Cu cit f(x) are o valoare mai mic, cu atat prioritatea este mai mare

(astfel, s-ar putea folosi o min-heap pentru a implementa coada)
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function A* (start,goal)

var closed := the empty set
var q := make queue (path(start))
while g is not empty
var p := remove first(q)
var x := the last node of p
if x in closed
continue

if x = goal
return p
add x to closed
for each y in successors (x)

enqueue (q, p, V)
return failure

Multimea Inchisa poate fi omisa (transformand algoritmul de cautare
intr-unul mai maleabil) dacd, fie existenta solutiei este garantatd, fie
membrul successors este adaptat ciclurilor (respinse).

Proprietati

o e e * “ A o
Asemenea cautarii ,,bredth-first’, A~ este completa, in sensul ca va
gasi Intotdeauna o solutie, in cazul in care aceasta exista.
Daca functia euristica h este admisibila, adicd nu supraestimeaza

.. . . . % A . g .
costul minim actual de ,,atingere a scopului”, atunci A" 1nsusi este admisibil
(sau optimal) dacd nu se foloseste o multime Inchisd. Dacd se foloseste o
astfel de multime inchisa, 4 ar trebui sd fie de asemenea monotona (sau

consistentd) pentru A* astfel incat s fie optimald. A fi admisibil inseamna
ca functia euristica nu supraestimeaza ,niciodata , costul trecerii de la un nod
la vecinii sai, In timp ce a fi monoton Inseamna cad daca existd o conexiune de
la nodul A la nodul C, respectiv o legatura de la nodul A la nodurile B si C,
costul estimat de la A la C va fi, intotdeauna, mai mic sau egal cu cel estimat
de la A la B + costul estimat de la B la C. (Monotonia este cunoscuta si sub
numele de inegalitate triunghiulara). Formal, pentru toate drumurile (x, y),
unde y este un succesor al lui x:

glx)+h(x) < g(y)+n(y).

* .o . . .o n R
A" este deopotriva eficient pentru orice euristic 4, aceasta insemnand
ca nici un alt algoritm ce foloseste acelasi euristic nu va extinde mai putine

noduri decat A", exceptand doar cazul in care existd citeva solutii partiale
pentru care A prezice cu exactitate costul drumului optimal.

Optimalitatea in grafurile arbitrare nu garanteazd performante mai
mari ca algoritmii simpli de cdutare, care detin mai multe informatii legate
de acest domeniu. Spre exemplu, intr-un mediu de tip ,labirint”, singura
posibilitate prin care se poate atinge scopul ar putea necesita o prima

=9

parcurgere (ce evita ,tinta”), intorcandu-se ulterior la ,,tinta”. Astfel, in acest
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caz, probarea prioritard a nodurilor din imediata apropiere a ,,destinatiei” ar
putea implica un cost ridicat in ceea ce priveste timpul implicat.

Cazuri speciale

In general vorbind, depth-first search si bredth-first search reprezinta

doud cazuri speciale (particulare) ale algoritmului A*. Algoritmul lui
Dijkstra, un alt exemplu de algoritm de tip best-first search (cautare

prioritard), reprezinti un caz special al A*, unde h(x)= 0 Vx. Pentru

depth-first search (parcurgerea in adancime), putem considera ca exista un
,contabilizator” C, initializat cu o valoare foarte mare. De fiecare data cand
se proceseaza un nod ii atasdm C corespunzator tuturor vecinilor sai astfel
descoperiti. Dupa fiecare astfel de assign-are, micsoram ,,contabilizatorul” C
cu o unitate. Astfel, cu cat un nod este ,,descoperit” mai repede, cu atat
valoarea /(x) corespunzatoare este mai mare.

De ce A" este ,,admisibil” si optimal din punct de vedere
computational

A" este atat admisibil, iar, pe de alti parte, implicd si mai putine
noduri decat orice alt algoritm de cautare avand acelasi euristic, aceasta
deoarece A* porneste de la cost aproximativ ,,optim” al drumului ce

parcurge toate nodurile, catre ,.tintd” (,,optim” Tnsemnand ca acel cost final
va fi cel putin la fel de mare cu cel estimat).

A * . o o o . . C. . .
Cand A" finalizeaza cautarea, a gasit, prin definitie, un drum al carui
cost actual este mai mic decat costul estimat al oricarui alt drum ce parcurge

. A n A - - . - . . %
nodurile. Avand in vedere, insd, faptul cad aceste estimari sunt optimiste, A

poate ignora toate aceste noduri ,,deschise”. Cu alte cuvinte, A" nu va omite
niciodata posibilitatea existentei unui drum avand un cost mai mic, fiind
astfel admisibil.

Sa presupunem acum cd un algoritm oarecare de cautare 4 finalizeaza
cautarea gasind un drum al carui cost nu este mai mic decat cel estimat.
Algoritmul 4 nu poate exclude posibilitatea existentei unui drum al carui
cost prin acel nod sa fie mai scazut, bazdndu-se pe informatia euristica pe
care o detine. Astfel, atit timp cat 4 poate considera mai putine noduri decat

A", nu poate fi admisibil. Deci, A* reprezinti algoritmul de cautare cu cele
mai putine noduri ce poate fi considerat ca fiind admisibil.
Complexitate

Complexitatea in timp a lui A* depinde de euristic. Potrivit celui mai
sumbru scenariu, numarul nodurilor ,,extinse” este de ordin exponential, in
ceea ce priveste lungimea solutiei (cel mai scurt drum), insd este de ordin
polinomial atunci cand functia euristica / satisface urmatoarea conditie:
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| h(x)~h"(x) [< O(logh™ (x))

* e .o . . . .o
unde h™ reprezintd euristicul optimal, i.e. costul exact ce-1 implicd drumul
de la x la ,tintd”. Cu alte cuvinte, eroarea corespunzatoare lui /4 nu ar trebui

- - . . A . . . . * o
sd creasca mai rapid decat logaritmul ,,euristicului perfect” h™, ce returneaza
distanta reala de la x la ,.tinta”.

. . . o % A -
O chestiune si mai problematicdi a A~ decat cea legata de
complexitatea In timp, o constituie uzul de memorie. In cel mai rau caz, ar
trebui s8 memoreze un numar exponential de noduri. S-au elaborat mai multe

variante ale algoritmului A" astfel incét si poata face fata acestei probleme,
printre care amintim: ,,adancirea” iterativi A* (IDA"), memoria—graniti
(la limitd) A™ (M A"), respectiv varianta simplificatd a memoriei —graniti (la
limitd) A™ (SM A™) si best-first search varianta recursivi (RBES).

5.1.7. Algoritmul Floyd-Warshall

In stiinta calculatoarelor, algoritmul Floyd-Warshall (intilnit uneori
si sub denumirea de algoritmul Roy-Floyd sau algoritmul WFI, incad din
anul in care acest algoritm a fost descris de catre Bernard Roy (1959))
reprezintd un algoritm de analizd a grafului, in vederea gasirii celor mai
scurte drumuri intr-un graf ponderat orientat. O singurd executie a
algoritmului va determina cel mai scurt drum intre toate perechile de varfuri.
Algoritmul Floyd-Warshall reprezinta un exemplu de programare
dinamica.

Algoritm

Algoritmul Floyd-Warshall compara toate drumurile posibile ale
grafului intre fiecare pereche de varfuri. Poate realiza acest lucru prin

intermediul a doar |V|3 comparatii (acest lucru este remarcabil, tindnd cont

de faptul ca ar putea exista |V|2 muchii in graf, fiecare combinatie de astfel

de muchii fiind testatd). Acest lucru este posibil prin Tmbunatétirea
incrementald a estimarii celui mai scurt drum intre doud varfuri, pana cand
estimarea este considerata a fi optima.

Consideram un graf G, cu nodurile corespunzatoare V, fiecare dintre
acestea fiind numerotat de la 1 la n. Mai mult, fie functia shortestPath(i,j k)
ce returneaza cel mai scurt drum posibil de la i la j, folosind doar varfurile de
la 1 la &, pe post de puncte intermediare de-a lungul drumului. Acum, fiind
datd aceasta functie, scopul nostru il constituie gasirea celui mai scurt drum
de la fiecare i la fiecare j, folosind doar nodurile numerotate de la 1 la k+1.
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Exista doua candidate la statutul de cel mai scurt drum, si anume: fie
adevaratul cel mai scurt drum, ce foloseste doar noduri ale multimii (1...k),
fie existd un anume drum ce uneste i de k+1, pe acest k+1 de j, ce este mai
bun. Stim ca cel mai bun drum de la i la j, care foloseste doar nodurile
multimii (1...k) este definit de shortestPath(i,j,k), si este evident faptul ca
daca ar exista un drum mai bun de la i la k+1, respectiv la j, atunci lungimea
acestui drum ar reprezenta concatenarea celui mai scurt drum de la i la k+1
(folosind varfuri ale multimii (1...k)), respectiv a celui mai scurt drum de la
k+1 laj (folosindu-se deopotriva varfurile multimii (1...k)).

Astfel, putem defini shortestPath(i,j,k) 1n termenii urmatoarei
formule recursive:

shortestPath(i, j, k) = min(shortestPath(i, j,k —1) + shortestPath(i,k,k — 1) +
+shortestPath(k, j,k —1));
shortestPath(i, j,0) = edgeCost(i, j);

Aceasta formula constituie ,,inima” lui Floyd Warshall. Algoritmul
functioneaza calculand mai intai shortestPath(i,j, 1) pentru toate perechile de
tipul (i,/), folosind acest rezultat, ulterior, pentru a calcula shortestPath(i,j,2)
pentru toate perechile de tipul (i), etc. Acest proces continud pana cand
k = n, iar drumul cel mai scurt corespunzator tuturor perechilor (i,j), folosind
nodurile intermediare, va fi fost gasit.

Pseudocodul

In mod convenabil, cand se calculeaza cazul de ordinul %, se poate
rescrie informatia salvatd la calculul corespunzator etapei k-1. Acesta
inseamna ca algoritmul foloseste memorie patratica. (A se lua in considerare
conditiile de initializare!):

1 /* Fie o functie edgeCost(i,j) ce returneazd costul muchiei ce
uneste varfurile i si j
2 (infinit dacada nu existad).

3 Presupunem de asemenea ca N reprezintd numdrul nodurilor iar
edgeCost(i,1)=0

4 */

5

6 Int path([][];

7 /* O matrice 2-Dimensionald. La fiecare pas (etapd) a

algoritmului, path[i][]j] constituie cel mai scurt drum

8 de la i la j folosind valorile intermediare ale multimii(l..k-1).
Fiecare drum [i][]j] este initializat la

9 edgeCost(i,]) .

10 */

11

12 procedure Floydwarshall ()

13 for k: =1 to n

14 begin

15 for each (i,75) in (1..n)

16 begin

17 path[i] [j] = min ( path[i][J], path[i][k]+path[k][J] )7
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18 end
19 end
20 endproc

Comportamentul in cazul ciclurilor negative

Pentru un rezultat numeric semnificativ, Floyd-Warshall presupun ca
nu exista cicluri negative (de fapt, intre oricare doud perechi de varfuri care
reprezinta parte constituentd a unui ciclu negativ, drumul cel mai scurt nu
poate fi definit in mod corect deoarece drumul poate fi infinit de mic).
Totusi, daca exista cicluri negative, Floyd-Warshall poate fi folosit pentru
identificarea acestora. Daca se ruleaza algoritmul inca odata, unele drumuri
pot sa scadd, insd nu se garanteaza ca, intre toate varfurile, drumul
corespunzator va fi afectat de aceeasi manierd. Dacd numarul de pe
diagonala matricei drumului este negativ, este necesar si suficient ca acest
varf sd apartind unui ciclu negativ.

Analiza

Gisirea tuturor n° ai W, din cei ai W, , necesitd 2n° operatii.
Tinand cont de faptul cd am considerat, initial, W, =W,, respectiv am

calculat secventele matricelor cu elemente 0 si 1 de ordin n
VV]) WzaKa Wl’l =M * 9
R

numarul total de operatii efectuate este
nx2n*=2n’.

Deci, complexitatea algoritmului este de ordinul O(n3) si poate fi
rezolvat cu ajutorul unei ,jmasini” deterministe Intr-un timp de ordin
polinomial.

Aplicatii si generalizari

Algoritmul Floyd-Warshall poate fi folosit, printre altele, la
rezolvarea urmatoarelor probleme:

e Cele mai scurte drumuri in grafuri orientate (algoritmul Floyd)

e inchiderea” tranzitivi a grafurilor orientate (algoritmul
Warshall). In formularea originala a algoritmului a lui Warshall,
graful nu este ponderat si este reprezentat cu ajutorul unei
matrice de adiacentd booleand. Mai mult, operatia de adunare
este inlocuitd de comjunctia logica (AND) iar operatia de
scadere de disjunctia logica (OR).

e (Gasirea unei expresii regulare, indicand Ilimbajul regulat,
acceptat de catre un automat finit (algoritmul lui Kleene)

o [Inversarea matricelor reale (algoritmul Gauss-Jordan)

e Rout-area optimali. In cazul acestei aplicatii preocuparea
principald o constituie gasirea drumului caracterizat de flux
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maxim intre doud varfuri. Aceasta reprezintd ca, n loc sa
consideram minimul ca in cazul pseudocodului de mai sus, vom
fi interesati de maxim. Costurile muchiilor constituie restrictii in
ceea ce priveste fluxul. Costurile drumului reprezinta ,,blocaje”.
Astfel, operatia de sumare de mai sus este inlocuitd cu operatia
corespunzatoare minimului.

e Testarea bipartitiei unui graf neorientat.

5.1.8. Algoritmul lui Johnson

Algoritmul lui Johnson reprezintd o modalitate de gasire a celor mai
scurte drumuri intre toate perechile de varfuri ale unui graf rar orientat. El
permite ca, costurile unor muchii sa fie numere negative, insd nu permite
existenta ciclurilor ponderate negativ.

Descrierea algoritmului

Algoritmul lui Johnson consta In urmatorii pasi:

1. Pentru inceput, se adaugd un nod nou ¢ multimii initiale a
nodurilor, legat, prin muchii de ponderi nule, de toate celelalte
noduri.

2. In cea de-a doua etapa, se foloseste algoritmul Bellman-Ford,
incepand cu varful nou introdus ¢, in vederea gasirii, pentru
fiecare varf in parte, cel mai putin costisitor 4(v) a unui drum
de la g la v. Daca in aceasta etapa se gaseste un ciclu negativ,
algoritmul se opreste.

3. In continuare, muchiile grafului initial sunt re-ponderate,
folosind valorile calculate de algoritmul Bellman-Ford: unei
muchii ce leagd u si v, avand lungimea w(u, v), 1i este atasata
noua lungime w (u, v)+h(u)-h (v).

4. In final, pentru fiecare nod s, se face apel la algoritmul lui
Dijkstra cu scopul de a gasi cele mai scurte drumuri de la s la
toate celelalte noduri ale grafului re-ponderat.

In graful re-ponderat, toate drumurile intre o pereche de noduri s
respectiv ¢ au o aceeasi cantitate adaugata h(s)-A(), astfel ca un drum cel mai
scurt 1n graful initial rdmane cel mai scurt in graful modificat si vice versa.
Totusi, datoritd modului de calcul al valorilor 4(v), toate lungimile muchiilor
modificate sunt nenegative, asigurand optimalitatea drumurilor gasite prin
intermediul algoritmului lui Dijkstra. Distantele in graful initial pot fi
calculate cu ajutorul distantelor calculate cu algoritmul lui Dijkstra, in graful
re-ponderat, inversand transformarea de re-valorare.

Analiza

Complexitatea in timp a algoritmului, folosind heap Fibonacci in
implementarea  algoritmului ~ lui  Dijkstra, este de  ordinul
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o(Vv ]2 log|V|+| V| E|): algoritmul foloseste un timp de ordinul
O( V|| E|) pentru etapa Bellman-Ford a algoritmului, respectiv de ordinul
O(| Vi0log|V|+|E |) pentru fiecare din cele |V| apelari ale algoritmului lui

Dijkstra. Astfel, cand graful este rar, timpul total poate fi mai rapid decat cel
corespunzator algoritmului Floyd-Warshall, care rezolva aceeasi problema

intr-un timp de ordinul O(| V |3) .

5.2. Probleme de conexiune. Teorema lui Menger si aplicatii

Definitie. Fie G = (V,E) (di)graf si X,Y < V. Numim XY — drum in
G orice drum D in G de la un varf x € X laun varf y e Y, astfel incat V (D)
NX={x}sivV(D)NY={y}.

Vom nota cu D(X,Y;G) multimea tuturor XY - drumurilor in G. Sa
observam ca daca x € XY atunci drumul de lungime 0, D = {x} este XY -
drum.

Vom spune ca drumurile D; si D, sunt disjuncte daca

V(Dl) ﬂV(Dz): 0.

Probleme practice din retelele de comunicatie, dar si unele probleme
legate de conexiunea grafurilor si digrafurilor, necesitd determinarea unor
multimi de XY - drumuri disjuncte §i cu numdr maxim de elemente.

Vom nota cu p(X,Y;G) numarul maxim de XY — drumuri disjuncte in
(di)graful G, numar ce a fost stabilit de Menger.

Definitie. Fie G = (V,E) un digraf si X,Y < V. Numim multime XY-
separatoare in G o multime Zc V astfel incat VD e D(X,Y;G) =

VID)NZ+D.

Notam cu

S(X,Y;G) = {Z | Z XY - separatoare in G},
k(X,Y;G) =min {|Z|;ZeS(X, Y ;G)}.

Din definitie, rezultd urmatoarele proprietati imediate ale multimilor
XY - separatoare:
(a) Daca Ze S(X,Y;G) atunci V De D(X,Y;G), D nu este drum in G — Z.
b)) X YeSX)Y:Q).
(©) Daca ZeS(X,Y;G) atunci VA astfel incit ZcAcV avem

AeS(X,Y;Q).
(d) Daca ZeS(X,Y;G) si TeS(X,Z;G) sau TeS(Z,Y;G) atunci
TeD(X,Y;QG).

Dam fara demonstratie urmatorul rezultat.

Teorema.

Fie G =(V,E) (di)grafsi X,Y < V. Atunci
pX,Y;G) =k(X,Y;G).
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Remarcam:

1) Egalitatea min-max din enuntul teoremei este interesantd si conduce
la rezultate importante, in cazuri particulare.
2) Teorema se poate demonstra si algoritmic ca o consecinta a teoremei

fluxului maxim - sectiunii minime.

Forma echivalentd (a teoremei de mai sus) care a fost enuntatd si
demonstrata initial de Menger este:

Teorema.

Fie G = (V,E) un (di)graf si s, te V, astfel incat s# t, st¢ E. Exista k
drumuri intern disjuncte de la s la t in graful G dacd si numai daca
indepartand mai putin de k varfuri diferite de s si t, in graful rdmas existd un
drumdelaslat.

Notdm cd doud drumuri sunt intern disjuncte daca nu au varfuri
comune cu exceptia extremitatilor.

Am definit un graf G p-conex (p € N*) dacd G = K,, sau dacd |G| > p

si G nu poate fi deconectat prin indepartarea a mai putin de p varfuri.
Avem si rezultatul.
Corolar.

Un graf G este p-conex dacd G = K, sau Vst cE(G) existdi p

drumuri intern disjuncte de laslatin G.

Determinarea numarului k(G) de conexiune a grafului G (cea mai
mare valoare a lui p pentru care G este p-conex) se reduce deci la
determinarea lui

max_ p({s},{t};G)
steE(G)
problema care se poate rezolva In timp polinomial.

Un caz particular interesant al teoremei 1, se obtine atunci cand G
este un graf bipartit iar X s1 Y sunt cele doua clase ale bipartitiei:

Teorema. (Konig)

Daca G = (S,R;E) este un graf bipartit, atunci cardinalul maxim al
unui cuplaj (o multime independentd de muchii) este egal cu cardinalul
minim al unei multimi de varfuri incidente cu toate muchiile grafului.

5.3. Structura grafurilor p-conexe

Lema.

Fie G = (V,E) p-conex, |VI>p+1,UcV, |U| =p st xe V-U. Existd in G
p U — drumuri cu singurul varf comun x.

Lema.

Daca G = (V,E) este un graf p - conex, p > 2, atunci oricare ar fi doua
muchii e; §i e §1 p - 2 varfuri xy, Xo, . . ., Xp2 €xistd un circuit in G care le
contine.
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Teorema. (Dirac)

Daca G = (V,E) este un graf p-conex, p>2, atunci prin orice p varfuri
ale sale trece un circuit.

Pe baza acestei teoreme, se poate demonstra o conditie suficientd de
hamiltonietate.

Teorema.

Fie G p-conex. Dacd a(G)<p atunci G este hamiltonian.

5.4. Problema drumului Hamiltonian

In teoria grafurilor Problema drumului Hamiltonian, respectiv cea
a Ciclului Hamiltonian reprezintd probleme de determinare a existentei
unui drum Hamiltonian, respectiv a unui ciclu Hamiltonian intr-un graf dat
(orientat sau nu). Ambele probleme sunt NP- complete.

Existd o relatie simpla intre cele doud probleme. Problema Drumului
Hamiltonian pentru un graf G este echivalentd cu problema Ciclului
Hamiltonian intr-un graf H obtinut din G prin addugarea unui nou nod, ce va
fi conectat cu toate nodurile grafului initial G.

Problema Ciclului Hamiltonian este un caz special al problemei
Comis Voiajorului, obtinutd prin setarea distantei intre doud orase la o
anumita valoare finitd, daca acestea sunt adiacente, respectiv infinite daca
cele doua orase nu sunt adiacente.

Problemele Ciclului Hamiltonian orientat sau neorientat reprezinta
doua din cele 21 de probleme NP — complete ale lui Karp. Garey si Johnson
au aratat la scurt timp dupd aceasta, in anul 1974, ca problema Ciclului
Hamiltonian orientat ramane NP — completd pentru grafurile planare, iar
problema ciclului Hamiltonian neorientat rdmane NP — completa pentru
grafurile planare cubice.

Algoritmul aleatoriu

Un algoritm aleatoriu pentru un Ciclu Hamiltonian, care este destul
de rapid pentru ambele tipuri de grafuri, este urmatorul: Se incepe intr-un
nod oarecare, si se continud dacd existd un vecin nevizitat. Daca nu mai
existd vecini nevizitati, iar drumul rezultat nu este Hamiltonian, se alege un
vecin la intdmplare, urménd o rotatie folosindu-se pe post de pivot vecinul in
cauza.

Are loc urmatorul rezultat:

Teorema 1.

Fie G un graf cu cel putin trei varfuri. Daca, pentru un s, G este s-
conex §i contine o multime neindependenta cu mai mult de s varfuri, atunci
G are un circuit Hamiltonian.

Aceasta teorema ne arata ca graful complet bipartit K(s,s+1) este s-
conex, contine multimi neindependente cu mai mult de s+/ varfuri si nu are
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circuit Hamiltonian. Similar, graful Petersen este 3-conex, contine multimi
neindependente cu mai mult de patru varfuri si nu are circuit Hamiltonian.

Demonstratie.

Fie G ce satisface ipoteza Teoremei 1. Evident, G contine un circuit;
fie C cel mai lung circuit. Dacd G nu are circuit Hamiltonian, atunci exista
un varf x, x& C. Deoarece G este s-conex, existd s drumuri incepand din x si
terminind in C, care sunt perechi disjunctive despartite din x §i partajeaza cu
C chiar in varfurile lor terminale x;,x,,...,.x;. Pentru Vi=1,2,....,s , fie y
succesorul lui x; intr-un ciclu ordonat fix al Iui C. Nici un y; nu este adiacent
cu x — altfel am putea Tnlocui muchiile x;; in C prin drumul de la x; la y; In
afara lui C (catre x) si am obtine un circuit mai lung. Cu toate acestea, G nu
contine multimi independente cu s+/ varfuri si deci existd o muchie yy;.
Sterge muchiile xy;, xy; din C si adauga muchia y;y; impreuna cu drumul de
la x; la x; in afara lui C. In acest sens obtinem un circuit mai lung decét C,
ceea ce este o contradictie.

Fie G un graf cu n varfuri ,n > 3. G nu contine varfuri cu grad mai

. . PN 1 . .
mic decat k unde k este un intreg astfel incat k > E( n+2). Atunci G ori are

un circuit Hamiltonian, ori este separabil, ori are k+1 varfuri independente.

Ca o consecinta simpla a teoremei 1 obtinem:

Teorema 2.

Fie G un graf s-conex fara multimi independente de s+2 varfuri.
Atunci G are un circuit Hamiltonian.

Demonstratie.

Intr-adevir, dacd G satisface ipoteza Teoremei 2, atunci G+x (graful
obtinut din G prin adaugarea lui x si reunindu-l cu toate varfurile lui G)
satisface ipoteza Teoremei 1 cu s+/ in loc de 5. Asadar G+x are un circuit
Hamiltonian si G are un drum Hamiltonian. Graful bipartite complet
K(s,s+2) arata ca Teorema 2 este evidenta.

Tehnica utilizatd in demonstrarea Teoremei 1 ne da de asemenea

Teorema 3.

Fie G un graf s-conex ce nu contine s varfuri independente. Atunci G
este Hamiltonian — conex (i.e. fiecare pereche de varfuri este unita printr-un
drum Hamiltonian).

5.5. Problema Ciclului Hamiltonian

Punerea problemei

Problema Ciclului Hamiltonian (PCH) difera de Problema Comis-
Voiajorului (PCV) prin faptul ca graful nu este neaparat complet si in plus nu
se cere ca ciclul sa aiba costul minim.
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Fie G = (V,U) un graf conex neorientat. Fiecarei muchii i se atageaza
un cost strict pozitiv. Ca urmare, graful va fi reprezentat prin matricea
costurilor C, avand drept componente:

# 0, dacd muchia (i, ) exista;
C i = . .
bJ 10, dacd nu existd muchia (i, j);

Costul unui ciclu este definit ca suma a costurilor atasate muchiilor
componente.

Definitie. Se numeste ciclu hamiltonian un ciclu care trece exact o
singura data prin fiecare varf.

Pentru determinarea ciclurilor Hamiltoniene vom folosi metoda
backtracking. Astfel, daca N = card(V), atunci o solutie oarecare a problemei
se poate scrie sub forma unui vector X = (x XXy, 1) .

Conditiile de continuitate ce trebuie satisfacute in constructia solutiei
sunt:
"X T Xyer
-X;#£X, YV (ij) cui # J;
-(x,x,)eU Vie {I,..,N}.

Pentru a nu obtine de mai multe ori acelasi ciclu, se poate fixa x,=1.
Fie alese x,,..., x,_, cu ke{2,..,N}. Atunci, conditiile de continuitate, care
stabilesc daca o valoare a lui x, poate conduce la o solutie posibild, sunt
urmatoarele:
- 3 muchie intre varfurile x,_; six,, cux, & {x,..., x,_,}
- x, trebuie sa indeplineasca si conditia ca (x,, x,) € U.

Procedura de calcul [1]

Procedura PCH (N, C, X)
/* 1 este varful din care incepe constructia ciclului */
x[1]=1

x[2]=1

k=2

while k>1
v=0

while x[k]<N
x[k]l=x[k]+1
PROC1 (¢, X, N, k, V)
if v=1 then
exit
endif
repeat
if v=0 then
k=k-1
else
if k=N then
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if ¢[N,1]< p then

x[N+1]=1
write x
endif
else
k=k+1
x[k]=1
endif
endif
repeat
return
end

Procedura PROC1(c,N,X,k,Vv)

v =0
if c[x[k-1],x[k]] = p then
return
endif
for i=2, k-1
if x[k] = x[1i] then
return
endif
repeat
v =1
return
end

Nu se cunosc conditii necesare si suficiente direct verificabile pentru
a stabili daca intr-un graf dat exista un ciclu hamiltonian.

Are loc urmatorul rezultat

Teorema.

Intr-un graf cu cel putin 3 varfuri, cu proprietatea ca gradul fiecarui

A N s . o
varf este > B unde N = |V, exista un ciclu hamiltonian.

Demonstratie.

Fie G=(V,U) un graf cu proprietatea din enunt. Sa presupunem prin
absurd ca el nu contine nici un ciclu hamiltonian. Fie H=(V,D) graful obtinut
din G prin adaugarea de noi muchii intre varfurile neadiacente atata timp cat
acest lucru este posibil, fard ca astfel sa se obtind vreun ciclu hamiltonian.

. A . o N
Bineinteles ca si in H fiecare varf are gradul > >

Graful H nu este complet, deoarece intr-un graf complet existd
evident un ciclu hamiltonian. Exista deci doud varfuri i,j € V, neadiacente in
H. Printr-o renumerotare a varfurilor, putem consideracai = 17sij = N.

Din modul de constructie al grafului A rezultd cd adaugarea muchiei
(1, N) ar conduce la aparitia unui ciclu hamiltonian.

Rezulta deci cd existda in H un lant L = {1, i, .., iy _, N} cu

{i[, veey iN_g} = {2,...,N—I}.
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Fie i j yernsd ; varfurile adiacente varfului /.
1 k

Evident k£ > % .

Varful N nu este adiacent cu nici unul dintre varfurile i j yeensl j
I-1 k-1

atunci s-ar obtine urmatorul ciclu

pentru ca daca N ar fi adiacent cu i i
o
hamiltonian: sublantul lui L ce uneste pe [/ cu i e muchia
s—1
@ Ji ,N) sublantul din L ce uneste pe N cu i o muchia (i j ,I) , ceea ce nu
§— S S
este posibil. Rezulta ca varful N nu poate fi adiacent decat cu
N N
N—(k+1)SN-——-1=—-1
2 2
varfuri, ceea ce duce la o contradictie, deoarece fiecare varf din graful H are

. N . 9
cel putin gradul > prin ipoteza.

/* Program de construire a unui circuit hamiltonian de cost minim */

#include <stdio.h>
#include <conio.h>
#define max 21
#define inf 10000
int k,n,i,Jj,cont;

int c[max] [max]; /* matricea costurilor deplasarilor intre 2
noduri*/

char nume[max] [20]; /* numele nodurilor */

int cost curent, cost minim;

int x[max]; /* solutia curenta */

int y[max]; /* solutia de cost minim */

int PotContinua ()
{

/* nodul curent (x[k]) trebuie sa fie vecin cu anteriorul nod */

if (c[x[k]][x[k-1]1]==inf) return O;
/* ultimul nod trebuie sa fie vecin cu primul */

if (k==n) 1f (c[x[n]][x[1]1]==inf) return 0;
/* trebuie sa nu se mai fi trecut prin acest nod */
for (i=1; i<k; 1i++)
if (x[i]==x[k]) return O0;
return 1;
}
void main ()
{
clrscr();
printf ("Problema circuitului hamiltonian de cost minim\n\n");
printf ("Scrieti numarul de noduri: ");
scanf ("%d", &n) ;
for (i=1; i<=n; 1i++)
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printf ("Scrieti numele nodului %d: ",1i);
scanf ("%s", &nume [i]) ;

(i=1; i<=n-1; i++)

for (j=i+1l; j<=n; j++)
{
printf ("Care este costul legaturii de la %s la
%s (0=infinit) ? ",nume[i],numel[j]);
scanf ("%d", &c[i]1[7]);
if (c[i1[J1==0) cl[i][jl=inf;
c[jl[il=c[i] (3]~
}

x[1]=1;
k=2;
x[k]=1;
cost minim=inf;
while (k>1)
{
cont=0;

while ((x[k]<n) && (!cont))
{
x[k]++;
cont=PotContinua () ;
}
if (cont)
if (k==n)
{
cost curent=0;
for (i=1; 1i<n; i++)
cost_curent+=c([x[i]] [x[i+1]];
cost curent+=c[x[n]][x[1]];
if
(cost curent<cost minim)
{
cost minim=cost curent;
for (i=1; i<=n; 1i++)
ylil=x[i
1

}
else x[++k]=1;
else --k;
}
printf ("\n\nCircuitul de cost minim este: \n");
for (i=1; i<=n; 1i++)
printf ("%$s -> ", numelyI[i]l]);
printf ("%s", numel[y[1]]);
printf ("\nCostul sau este : %d\n",cost minim);
getch () ;



5.6. Arborele partial de cost minim

Arborele partial de cost minim a unui graf planar. Fiecare muchie
este etichetata cu ,,costul” corespunzator, care, in exemplul de fata, este egal
cu lungimea sa.

Fiind dat un graf conex, neorientat, un arbore partial al acestui graf
este un subgraf, care este un arbore. Putem atribui, de asemenea, fiecarei
muchii, o valoare, care este reprezentatd de un numar, ce indica cat de
,dezavantajoasa” este.

Un arbore partial de cost minim sau arbore partial minim
ponderat este un arbore partial avand ,,valoarea” mai micd sau cel mult
egald cu ,,valoarea” tuturor celorlalti arbori partiali. Mai general, orice graf
neorientat are o padure partiala de cost minim.

Un astfel de exemplu I-ar putea constitui o companie de cablu TV,
care isi ,,desfasoara” cablurile intr-un cartier nou. Daca existd o clauza
conform careia compania ar trebui sa ingroape cablurile doar intr-o anumita
portiune, atunci aceasta s-ar putea reprezenta cu ajutorul unui graf, in care,
prin intermediul drumurilor se vor conecta aceste regiuni. Unele dintre aceste
drumuri ar putea fi mai costisitoare, fiind mai lungi, sau fiind nevoie ca acele
cabluri sd fie Ingropate mai adanc; aceste drumuri se vor reprezenta cu
ajutorul muchiilor al céror costuri atagate vor fi mai mari. Un arbore partial
corespunzator acestui graf l-ar constitui o submultime a acelor drumuri care
nu au cicluri dar conecteaza toate imobilele. Ar putea exista mai multi astfel
de arbori partiali. Un arbore partial de cost minim ar fi reprezentat de acela
al carui cost total ar fi cel mai mic.

Proprietati
P1)  Posibila multiplicitate

Ar putea exista mai multi arbori partiali de cost minim avand acelagsi
cost; in particular, dacd toate aceste valori sunt egale, fiecare arbore partial
este minim.
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P2) Unicitatea

Daca fiecare muchie are un cost distinct, atunci exista un unic arbore
partial de cost minim. Demonstratia acestui lucru este triviala si se poate face
folosind inductia.

P3)  Subgraful de cost minim

Daca costurile sunt nenegative, atunci un arbore partial de cost
minim reprezintd, de fapt, subgraful de cost minim ce , conecteaza” toate
nodurile, tinand cont si de faptul cd subgrafurile ce contin cicluri au,
implicit, o valoare totala mai mare
P4)  Proprietatea ciclului

Pentru orice ciclu C al grafului, daca costul unei muchii e € C este
mai mare ca valoarea tuturor celorlalte muchii din C, atunci aceasta muchie
nu poate apartine unui MST (Minimal Spanning Tree (Arbore Partial de
Cost Minim)).

PS)  Proprietatea taieturii

Pentru orice taietura C din graf, daca costul unei muchii e din C este
mai mic decdt toate costurile celorlalte muchii din C, atunci aceasta muchie
apartine tuturor MST — wurilor (Arborilor partiali de cost minim)
corespunzdtori grafului. Intr-adevir, presupunand contrariul, i.e., e nu
apartine unui MST T1, atunci adaugand e lui T1 va rezulta un ciclu, care
,implicit, trebuie sa mai contind o altd muchie e2 din T1 in taietura C.
Inlocuirea muchiei e2 cu e ar da nastere unui arbore avand un cost mai mic.

Algoritmi

Primul algoritm de gasire a unui arbore partial de cost minim a fost
conceput de citre omul de stiintd ceh Otakar Boriivka in anul 1926
(algoritmul lui Boriivka). Astazi se folosesc, cu precadere doi algoritmi, si
anume: Algoritmul lui Prim, respectiv Algoritmul lui Kruskal. Toti acesti trei
algoritmi sunt algoritmi ,,greedy” ,al caror timp de rulare este de ordin
polinomial, astfel ca problema gasirii unor astfel da arbori se incadreaza in
clasa P. Un alt algoritm ,,greedy”, ce-i drept nu prea folosit, este algoritmul
reverse - delete, opusul algoritmului lui Kruskal.

Cel mai rapid algoritm de gasire a arborelui partial de cost minim a
fost elaborat de catre Bernard Chazelle, si se baza pe cel al lui Borlivka.
Timpul sau de rulare este de ordinul O(ea(e,Vv)), unde e reprezintd numarul
muchiilor, v reprezintd numarul varfurilor, iar o este functionala clasica,
inversa functiei Ackermann. Functia o creste foarte incet, astfel ca in
scopuri practice poate fi consideratd o constantd nu mai mare ca 4; asadar
algoritmul lui Chazelle se apropie (d.p.d.v. al timpului de rulare) de O(e).

Care este cel mai rapid algoritm ce poate rezolva aceasta problema?
Aceasta este una din cele mai vechi intrebari deschise a stiintei
calculatoarelor. Existd, in mod cert, o limita inferioara liniara, avand in
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vedere faptul cd trebuie sd examindm cel putin toate costurile. Daca aceste
costuri ale muchiilor sunt intregi, atunci algoritmii deterministi sunt
caracterizati de un timp de rulare de ordinul O(e). Pentru valorile generale,

David Karger a propus un algoritm aleatoriu al carui timp de rulare a fost
preconizat ca fiind liniar.

Problema existentei unui algoritm determinist al carui timp de rulare
sa fie liniar, In cazul costurilor oarecare, este inca deschisa. Cu toate acestea,
Seth Pettie si Vijaya Ramachandran au gasit un posibil algoritm determinist
optimal pentru arborele partial de cost minim, complexitatea computationala
a acestuia fiind necunoscuta.

Mai recent, cercetdtorii gi-au concentrat atentia asupra rezolvarii
problemei arborelui partial de cost minim de o maniera ,paralela”. De
exemplu, lucrarea pragmatica, publicata in anul 2003 ,, Fast Shared-Memory
Algorithms for Computing the Minimum Spanning Forest of Sparse Graphs"
a lui David A. Bader si a lui Guojing Cong, demonstreaza un algoritm care
poate calcula MST de cinci ori mai rapid pe 8 procesoare decat un algoritm
secvential optimizat. Caracteristic, algoritmii paraleli se bazeaza pe
algoritmul lui Boriivka — algoritmul lui Prim, dar mai ales cel al lui Kruskal
nu au aceleasi rezultate in cazul procesoarelor aditionale.

Au fost elaborati mai multi astfel de algoritmi de calculare a arborilor
partiali de cost minim corespunzatori unui graf ,,mare”, care trebuie stocat pe
disc de fiecare datd. Acesti algoritmi de stocare externd, asa cum sunt
descrisi in "Engineering an External Memory Minimum Spanning Tree
Algorithm", a lut Roman Dementiev et al., pot ajunge sa opereze cel putin de
doud pana la cinci ori mai lent ca un algoritm traditional in-memory; ei
pretind ca ,,problemele aferente unui arbore partial de cost minim masiv, ce
ocupa mai multe hard disk-uri, pot fi rezolvate pe un PC.” Se bazeazd pe
algoritmi de sortare - stocare externd eficienti si pe tehnici de contractie a
grafului, folosite in scopul reducerii eficiente a marimii acelui graf .

5.7. Algoritmul lui Prim

Algoritmul lui Prim este un algoritm care giseste un arbore partial
de cost minim pentru un graf conex. Aceasta Inseamnd cd gaseste o
submultime de muchii care formeaza un arbore, ce include toate nodurile, iar
valoarea tuturor muchiilor arborelui corespunzitor este minimizata.
Algoritmul a fost descoperit in anul 1930 de catre matematicianul Vojtéch
Jarnik, iar mai apoi, in mod independent, de catre cercetatorul in domeniul
calculatoarelor Robert C. Prim, in anul 1957, respectiv redescoperit de
Dijkstra in anul 1959. De aceea mai este numit, uneori, Algoritmul DJP sau
Algoritmul Jarnik.
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Descriere
Algoritmul mareste In permanentd dimensiunea arborelui initial, care
contine un singur varf, astfel Incat la sfarsitul parcurgerii algoritmului acesta
(n.arborele) sa se fi extins la toate nodurile.
e Date de intrare: Un graf conex ponderat G = (V,E)
o Initializare: V'’ = {x}, unde x este un nod arbitrar din 7,

E'={}

e Repetapanacand V'=V":
* Alegeti o muchie (#,v) din £, avand valoare minima,
astfel incat u este din V' iar v nu apartine multimii V'
(daca existd mai multe muchii ce au aceeasi valoare,
alegerea uneia dintre ele este arbitrard)
 Adaugati vla V', adaugati (u,v) multimii £’

e Date deiesire: G =(V', E') este arborele partial de cost

minim

Complexitate in timp

Complexitatea 1n timp (total) pentru:

cautarea cu ajutorul matricei de adiacentd este |V|;

- heap binar (ca in pseudocodul de mai jos) si lista de adiacenta este:
O(([V[ + [E]) log(IV])) = [E| log(|VI)
- heap Fibonaci si lista de adiacenta este:
[E| + [V log(|VI])

O simpld implementare ce foloseste o matrice de adiacenta pentru
reprezentarea grafului, si care cerceteaza un tablou de costuri pentru a gasi
muchia de cost minim ce urmeaza a fi adaugata, necesitd un timp de rulare
de ordinul O(/V]?). Folosind o structurd de date simpld de tip heap binar,
respectiv o reprezentare cu ajutorul listei de adiacenta, se poate demonstra ca
algoritmul lui Prim ruleaza intr-un timp de ordinul

O( E[log| V1),
unde |E| reprezintd numarul muchiilor, iar |V]| reprezintd numarul varfurilor.
Apeland la mai sofisticata heap Fibonacci, acest timp de rulare poate fi redus
pana la
O(E[+]|V[log|[V]),
semnificativ mai rapid pentru grafurile destul de dense (|E| este
Q| V|log[V])).
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Exemple.

Acesta este graful ponderat, initial. Nu este arbore
Nevizitati: C, G

Fringe: A, B, E, F

Multimea solutiilor: D

Cel de-al doilea nod ales este nodul cel mai apropiat lui D: A, cu un cost de
5.

Nevizitati: C, G

Fringe: B, E, F

Multimea solutiilor: A, D

Urmatorul nod ales este acela situat in imediata apropiere fie a nodului D fie
alui A. B se afld la ,,0 departare” 9 de D, respectiv 7 fatd de A, E la 15, iar F
la 6. 6 este cea mai mica valoare, astfel cd vom marca varful F si arcul DF.
Nevizitati: C

Fringe: B, E, G

Multimea solutiilor: A, D, F
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Se marcheaza nodul B, care se afla la o ,,distantd” 7 de A. De data aceasta
arcul DB va fi colorat cu rosu , deoarece atat nodul B cat si nodul D au fost
marcate, deci nu mai pot fi folosite.

Nevizitati: null

Fringe: C, E, G

Multimea solutiilor: A, D, F, B

In acest caz, putem alege intre C, E si G.C se afli la o ,,distanta” de 8 fatd de
B, E la 7 fata de B, iar G la 11 fatd de F. E este cel mai apropiat, astfel ca va
fi marcat varful E si arcul EB. Alte doud arce au fost colorate cu rosu,
deoarece ambele legau noduri deja marcate

Nevizitati: null

Fringe: C, G

Multimea solutiilor: A, D, F, B, E

In acest caz, singurele varfuri ,,disponibile” sunt C si G. C se afld la o
»distantd” 5 de E, iar G la 9 fata de E. Se alege asadar C, fiind marcat odata
cu arcul EC.

Nevizitati: null

Fringe: G

Multimea solutiilor: A, D, F, B, E, C
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Varful G este singurul varf raimas. Se afla la o ”distanta” 11 de F, respectiv 9
fata de E. E este mai aproape, astfel ca il marcdm Impreuna cu arcul EG. La
acest moment toate varfurile vor fi fost marcate, arborele partial de cost
minim fiind marcat cu verde. In acest caz, are o valoare de 39.

Nevizitati: null

Fringe: null

Multimea solutiilor: A, D, F, B, E, C, G

Pseudocodul
Initializare
Date de intrare: Un graf, o functie ce returneazd ,,costurile”
muchiilor — functia costurilor, respectiv un nod initial.
Starea initiala a tuturor varfurilor: ,,nevizitati”, multimea initiala de
varfuri ce urmeaza a fi adaugati arborelui, plasindu-le intr-o Min-heap cu
scopul de extrage ,,distanta minima” din graful minim.

for each vertex In graph
set min distance oOf vertex to «
set parent OF vertex to null
set minimum adjacency list Of vertex tO empty list
set is in Q of vertex to true
set distance Of initial vertex tO zero
add to minimum-heap Q all vertices in graph.

Algoritm

In descrierea algoritmului de mai sus:
cel mai apropiat varf este Q[0], acum ultima ,,adaugare”
fringe este v in Q unde distanta lui v < oo dupa extragerea celui mai
apropiat varf
nevizitat este v din Q pentru care distanta corespunzatoare v = oo,
dupa extragerea celui mai apropiat varf

Bucla while ,se termind” in momentul in care ,,gradul” minim

returneaza null. Lista de adiacenta este astfel construitd Incat permite
»intoarcerea” pe un graf directionat.
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Complexitatea in timp: |V] pentru bucla, log(|V]) pentru functia de
intoarcere

while latest addition = remove minimum in Q

set is in Q of latest addition to false

add latest addition to (minimum adjacency list of (parent of
latest addition))

add (parent of latest addition) to (minimum adjacency list of
latest addition)

Complexitate in timp: |E| / |V|, numar mediu de varfuri

for each adjacent of latest addition
if (is_in Q of adjacent) and (weight-function(latest addition,
adjacent) < min distance of adjacent)
set parent Of adjacent to latest addition
set min distance of adjacent to weight-
function(latest addition, adjacent)

Complexitate in timp. log (|V]), indltimea heap

update adjacent in Q, order by min distance

Demonstratia corectitudinii

Fie P un graf conex, ponderat.

La fiecare iteratie a algoritmului lui Prim, trebuie sd se gaseascd o
muchie ce leaga un varf ce apartine subgrafului de un altul din afara acestuia.
Avand in vedere faptul ca P este conex, va exista Intotdeauna un drum catre
orice varf.

Ceea ce rezultd in urma parcurgerii algoritmului lui Prim este un
arbore Y, explicatia fiind data de faptul cd muchia si varful addugate lui Y
sunt conexe. Fie Y, un arbore partial de cost minim al lui Y.

Daca ¥, =Y atunci Y este un arbore partial de cost minim.

Altfel, fie e prima muchie adaugata la ,,constructia” lui ¥, muchie ce
nu este in Y, si fie V' multimea varfurilor conectate prin intermediul
muchiilor addugate inaintea muchiei e. Atunci unul dintre varfurile ce
compun muchia e se va gasi in V iar celalalt nu. Tinand cont de faptul ca Y,
este un arbore partial al lui P, existd un drum in ¥, ce uneste aceste doua

varfuri. Pe masurd ce se parcurge acest drum, trebuie sd se gaseascd o
muchie f ce uneste un varf din V" de un altul ce nu se gaseste in V. Acum, la
momentul iteratiei in care e este adaugata lui Y, exista posibilitatea ca si f sa
fi fost addugata, acest lucru fiind posibil in eventualitatea detinerii unui cost
mai mic decat cel al muchiei e.
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Dat fiind faptul ca fnu a fost adaugatd deducem ca
w( f ) > W(e).

Fie Y, graful obtinut prin inlaturarea muchiei f, respectiv addugarea
muchiei e din ;.

Se arata usor faptul cd Y, este conex, are acelasi numar de muchii ca
si Y, iar costul total al muchiilor constituente nu-l depaseste pe cel al lui Y],
astfel cd este de asemenea un arbore partial de cost minim al lui P, continand
muchia e si toate celelalte muchii ce o precedau in constructia V.

Repetand pasii anteriori vom putea obtine un arbore partial de cost

minim al lui P, identic cu Y.
Aceasta demonstreaza ca Y este un arbore partial de cost minim.

5.8. Algoritmul lui Kruskal

Algoritmul lui Kruskal este un algoritm in teoria grafurilor, care
determind arborele partial de cost minim pentru un graf conex ponderat.
Aceasta inseamna cd determind o submultime de muchii care formeazd un
arbore ce include fiecare varf, iar valoarea totala a costurilor atasate
muchiilor arborelui este minimizata. Daca graful nu este conex, atunci
algoritmul determind o padure partiala de cost minim (cate un arbore partial
de cost minim pentru fiecare componenta conexd). Algoritmul lui Kruskal
reprezinta un exemplu de algoritm ,,greedy”.

Este un exemplu pentru algoritmul lui Kruskal

Principiul de functionare (al algoritmului):

m ,.construieste” o padure /' (o multime de arbori), in care fiecare nod
al grafului simbolizeaza un arbore individual

m ,.construieste” o multime S, ce contine toate muchiile grafului

m cat timp S este nevida
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m se sterge o muchie avand valoarea cea mai micd din
multimea S
m daca acea muchie leagd doi arbori diferiti, atunci adauga
acesti arbori padurii, combinandu-i Intr-unul singur
m altfel, elimind muchia respectiva
Acest algoritm a aparut pentru prima datd in Proceedings of the
American Mathematical Society, in anul 1956, si a fost scris de catre Joseph
Kruskal.
Functionare
Tinand cont de faptul ca |E| reprezintd numarul muchiilor grafului, iar
|V] reprezinta numarul varfurilor grafului, se poate demonstra ca timpul de
rulare al algoritmului lui Kruskal este de ordinul O(|E|log|E|), sau,

echivalent, de ordinul O(|E|log|V|), in cazul structurilor de date simple.
Acesti timpi de rulare sunt echivalenti deoarece:

m |E] este cel mult | V \2 , 1ar

10g|V|2:210g|V|
este
O(log| V).

m Dacid ignordm varfurile izolate, care vor constitui propriile
componente ale arborilor partiali de cost minim, |VI|<2|E]|, astfel ca
log| V| este O(log|E ).

Putem obtine aceasta astfel: se sorteaza, pentru Inceput, muchiile,
dupa costuri folosind o sortare de comparare, al carui timp de rulare este de
ordinul O(| E |log|E|); acest lucru permite pasului ,,elimind o muchie de
cost minim din S ” si opereze intr-un timp constant. in continuare, folosim o
multime de separatie a structurilor de date, astfel ca sa se poata contabiliza
varfurile si apartenenta la anumite componente. Este nevoie de executia a
O(| E|) operatii, pentru ,,gdsirea” operatiilor si a unei posibile uniuni pentru
fiecare muchie in parte. Chiar si o simpla structurd de date de tip multime de
separatie, cum ar fi padurile pot executa O(| E|) operatii intr-un timp de
ordinul O(| E | log | V |) . Astfel, timpul total este

O( E[log|E]) = O( E[log|V]).

Daca muchiile sunt deja sortate sau pot fi sortate Intr-un timp liniar,
algoritmul poate folosi structuri de date de tip multime de separatie mult mai
sofisticate pentru a rula intr-un timp de ordinul O(|E||a(V)]|), unde «
reprezintd inversul unei functii ponderate-singular Ackermann, ce creste
foarte incet.
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Exemplu

Acesta este graful initial. Numerele atasate muchiilor indicad valoarea
acestora. Nici unul dintre aceste arce nu este colorat.

AD si CE sunt cele mai ,,scurte” arce, avand lungimea 5, iar AD a fost ales
arbitrar, astfel ca apare colorat

Oricum, CE este , la momentul actual, cel mai scurt arc care nu formeaza
bucla, de lungime 5, astfel ca este colorat.

Arcul urmator, DF de lungime 6, este colorat, pe baza aceluiasi principiu.
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Urmatoarele cele mai scurte arce sunt AB si BE, ambele avand lungimea 7.
Se alege in mod arbitrar AB, si se coloreaza. Arcul BD se coloreaza cu rosu,
deoarece ar forma o bucla ABD daca ar fi ales.

Procesul continua colorand urmatorul cel mai scurt arc, BE de lungime 7.
Mult mai multe arce sunt colorate cu rosu in aceasta etapa:BC deoarece ar
forma bucla BCE, DE deoarece ar forma bucla DEBA, respectiv FE
deoarece ar forma FEBAD.

In cele din urma, procesul se incheie cu arcul EG de lungime 9, gisindu-se
arborele partial de cost minim.

Demonstratia corectitudinii

Fie P un graf conex, ponderat si fie ¥ subgraful lui P, rezultat al
algoritmului. ¥ nu poate contine cicluri, odata ce aceastd din urmd muchie
adaugata ciclului respectiv ar fi apartinut unui subarbore si nu ar fi facut
legdtura intre doi arbori diferiti. ¥ nu poate fi neconex , avand in vedere
faptul ca prima muchie intalnita ce uneste doud din componentele lui Y este
aleasa de catre algoritm. Astfel, Y este arbore partial al lui P.

Ramane de demonstrat faptul cd arborele partial Y este de cost
minim:
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Fie Y, un arbore partial de cost minim. Daca Y =Y, atunci Y este un
arbore partial de cost minim. Altfel, fie e prima muchie consideratd de cétre
algoritm, muchie ce este in Y dar nu este In Y. Y, Ue contine un ciclu,

deoarece nu se poate adauga o muchie unui arbore partial astfel incat sa
continudm sd avem un arbore. Acest ciclu contine o altd muchie f ,care, n
etapa in care e a fost adaugata, nu a fost luatd in considerare. Aceasta din
pricina faptului ca 1n acest caz e nu ar fi conectat arbori diferiti, ci doua
ramuri ale aceluiasi arbore. Astfel, ¥, =Y Ue\ f este, de asemenea, un
arbore partial. Valoarea sa totala este mai micd sau cel mult egald cu
valoarea totala a lui Y,. Aceasta se intampla deoarece algoritmul ,,viziteaza”

muchia e inaintea muchiei /; si drept urmare w(e) < w( /). Daci se intdmpla

ca aceste valori sd fie egale, consideram urmatoarea muchie e, ce se gaseste
in Y dar nu in Y. Dacd nu mai sunt astfel de muchii, valoarea lui Y este egald

cu cea a lui Y, desi sunt caracterizati de multimi diferite de muchii, iar Y este
de asemenea un arbore partial de cost minim. In cazul in care valoarea lui ¥,
este mai micd decat valoarea lui Y, putem concluziona cd acesta din urma
(Y)) nu este un arbore partial de cost minim, iar presupunerea conform cdreia
existd muchii e, f'cu w(e)<w(f) este falsi. De aceea, ¥ este un arbore

partial de cost minim (egal cu Y, sau cu o altd multime de muchii, dar avand

aceeasi valoare).
Pseudocodul

function Kruskal (G)
for each vertex v in G do
Define an elementary cluster C(v) « {v}.
Initialize a priority queue Q to contain all edges in G,
sing the weights as keys.
Define a tree T « @ //T will ultimately
ontain the edges of the MST
// n is total number of vertices
while T has fewer than n-1 edges do
// edge u,v is the minimum weighted route from/to v
(u,v) <« Q.removeMin ()
10 // prevent cycles in T. add u,v only if T does not already
contain an edge consisting of u and v.
// Note that the cluster contains more than one vertex only
if an edge containing a pair of
// the vertices has been added to the tree.
12 Let C(v) be the cluster containing v, and let C(u) be the
cluster containing u.
13 if c(v) # C(u) then
14 Add edge (v,u) to T.
15 Merge C(v) and C(u) into one cluster, that is, union C(v) and
C(u) .
16 return tree T

OW oW ~JoQ o b wN
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