Capitolul 7
NUMARUL DE STABILITATE SI
DENSITATEA UNUI GRAF

7.1. Multimi stabile si clici
Definitie. Numim multime stabila in graful G o multime de
varfuri S ¢ X pentru care

[Slg =IS.01,
adica, x,y € S=[x,y]¢ U. Notam cu P familia multimilor stabile in graful
G. O multime stabila S care este maximala in raport cu relatia de incluziune
intre multimi se numeste multime stabild maximala, adicda ScS'= S'¢ P
(S'c X).
Numarul
o(G) =max |S|
SeP

se numeste numarul de stabilitate al grafului G, iar o multime SeP cu
| S|=a(G) va fi numita sistem de stabilitate al grafului G.

Definitie. Se numeste clicd in graful G o multime de varfuri
Cc X care genereaza un subgraf complet 1n graful G, adica
x,yeC=[x,y]eU.
Se numeste densitatea grafului G, numarul
o(G) =max |C|,
CeC

unde C este familia clicilor grafului G.

Observatii.
a) Pentru orice multime stabild Se P si orice clica Ce C are loc
relatia:
|ISNCI<]T.
b) Orice multime stabila In graful G este o clica in graful sdu

complementar G si invers. Avem evident:
a(G) = o(G) si ®(G)=a(G).
Un graf G cu n varfuri si m muchii va fi notat cu G(n,m). Una dintre
cele mai importante probleme privind densitatea unui graf este urmatoarea:
Fie n si k < n doua numere naturale. Care este cel mai mic numar
2y ,1(n) cu proprietatea:
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m2z ., (n)= o(G(n,m))>k+1?

Pentru a raspunde la aceasta intrebare sa consideram:
n=t-k+r,

unde t = {E} , 0<r<k-1 sisa construim graful Trlf in felul urmator:

Graful Trlf are n varfuri repartizate in clasele S,S,,...,S, cu

t+1, 1i=12,....r
|Si \= .
t, i=r+1,...,k,

iar doud varfuri diferite vor fi unite printr-o muchie dacd si numai daca
apartin la clase diferite.

Se constata ugor ca numarul muchiilor grafului Trlf este:

142
£, (n) =k(k%

=%(n2 —r2)+(;j.

7.2. Problema multimii independente

In matematica, problema multimii independente (independent set
problem (IS)) este recunoscutd ca o problemad de teoria grafurilor sau/si
combinatoricd. Problema multimii independente este de tipul NP — completa.

Descriere

Fiind dat un graf G, o multime independenta reprezinta o submultime
a nodurilor grafului considerat, noduri neadiacente. Cu alte cuvinte,
subgraful indus de aceste noduri nu are muchii, ci doar varfuri izolate. In
aceste conditii, problema multimii independente cere: Fiind dat un graf G si
un intreg k, are G o multime independentd de marime cel putin ?

Problema de optimizare corespunzatoare este cunoscutd sub numele
de problema multimii independente maxime, care incearca sa gaseasca cea
mai extinsd multime independentd dintr-un graf. Odatd gasitd solutia
problemei decizionale, se poate face uz de cautarea binara pentru a rezolva

problema initiald, apelarea solutiei fiind de ordinul 0(10g|V|). Se cunoaste

_ r(r—1)
+r(k-1Dt+ 5

faptul ca pentru aceasta problemd nu avem un algoritm de aproximare al
factorului constant daca P # NP .

Algoritmi

Cel mai simplu algoritm pentru multimile independente examineaza
fiecare submultime de varfuri de marime cel putin k, verificind daca este
independenta sau nu. Acest lucru implica un timp de ordin polinomial daca
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acest k egaleazd numarul varfurilor, sau daca este mai mic cu o unitate ca
acesta, dar nu daca reprezintd jumatate din numarul varfurilor.

O problema mult mai usor de rezolvat este aceea a gasirii unei
multimi independente maximale, care sd nu fie continuta in nici o alta astfel
de multime independentd. Pornim de la un singur varf. Gasim un varf
neadiacent celui considerat initial si-l1 addugdm multimii respective, apoi
gdsim un alt nod neadiacent niciunui varf mentionat anterior s.a.m.d. pana
cand nu mai gasim astfel de noduri. La acel moment multimea este maximal
independenta. Se cunosc algoritmi mult mai complecsi, de listare a tuturor
multimilor independente maximale, dar, in general, numarul unor astfel de
multimi poate fi foarte mare.

Demonstratia NP — complet

Se poate observa ugor cd problema este de tipul NP (apartine clasei
NP), tinand cont de faptul ca, dacd avem o submultime de varfuri, putem
verifica daca existd muchii Intre oricare din doua varfuri intr-un timp
polinomial. Pentru a arata ca problema este de tipul dificultate — NP
(NP — dificil), vom folosi o ,reducere” a unei alte probleme de tipul
NP — complet.

Presupunem ca se cunoaste deja rezultatul lui Cook, conform caruia
problema satisfacerii booleene este NP — completa. Orice formuld booleana
poate fi redusd, in mod eficient, la forma sa normald conjunctiva
(conjunctive normal form CNF). In forma normala conjunctiva:

m Formula este o conjunctie (and ( si)) de propozitii.

m Fiecare propozitie reprezinta o disjunctie (or(sau)) de literali.

m Fiecare literal reprezinta fie o variabila fie negatia acesteia.

Spre exemplu, urmatoarea formula constituie o forma CNF, unde ~
denota negatia:

(x, sau~x, sau~x;)si(x, sau x, sau x,)

O astfel de formuld este satisfacdatoare daca putem atribui valori
adevarat / fals fiecarei variabile in parte astfel incat cel putin un literal din
fiecare propozitie sa aiba valoarea de adevar adevarat. Spre exemplu, orice
atribuire a lui x, cu valoarea de adevar fals, respectiv a lui x, cu valoarea de

adevar adevarat satisface formula mai sus amintita.

In cele ce urmeaza, se va prezenta o reducere de tipul mai mulfi - la
unul (timp - polinomial), de la CNF- la problema multimii independente.
Mai intai, se atageaza cate unu nod pentru fiecare literal din formuld; se
includ duplicate ale varfurilor pentru aparitii multiple. Se traseazd o muchie
intre:

1. Oricare doi literali, fiecare reprezentand negatia celuilalt.

2. Oricare doi literali, ce se afld in aceeasi propozitie.
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Astfel, in exemplul de mai sus, x, ar fi adiacent cu ~x,, primul x; ar

fi adiacent cu ~x,, iar cel de-al doilea x1 ar fi adiacent cu x,.

Graful rezultat in urma reducern, pentru exemplul de mai sus

Rémane de vazut daca acest graf are o multime independentd de
marime cel putin &, unde k reprezintd numarul propozitiilor, daca si numai
dacd formula ramane satisfacatoare.

Sa presupunem ci avem o atribuire ce satisface formula initiald. in
aceste conditii putem alege un literal din fiecare propozitie, care devine
adevdrata prin atribuirea acestei valori. Aceastd multime este independenta,
deoarece include un literal din fiecare propozitie (nu exista muchii de tipul
2), si deoarece nici o atribuire nu transforma atat literalul cat si negatia
acesteia propozitii adevarate(nu existd muchii de tipul 1). Pe de alta parte,
insa, presupunand cd avem o multime independenta de marime 4, sau mai
mare; nu poate contine oricare doi literali in aceeasi propozitie, odata ce
acestea constituie perechi adiacente. Dar, tindnd cont de faptul ca exista cel
putin £ noduri si k propozitii, trebuie sa avem cel putin unul in fiecare
propozitie (de fapt exact 1). De asemenea nu se poate intampla sd coexiste un
literal si negatia sa, deoarece exista muchii intre acestea. Aceastd inseamna
ca este usor sa alegem o atribuire astfel incat toate cele k propozitiile sa
devind adevarate, aceasta atribuire satisfacand formula initiala. Ceea ce face
ca reducerea la multimea independenta sa fie atat de simpla este capacitatea
muchiilor de a exprima, in graf, constrdngerile, dar si necesitatea de a nu
alege simultan un literal si negatia sa. Problema colorarii grafurilor
,beneficiazd”, de asemenea, de aceasta proprietate.

7.3. Problema clicii

In teoria complexititii computationale, problema clicii este o
problemd teoreticd 1in grafuri, de complexitate NP. Problema se numara
printre problemele initiale, de complexitate NP, prezentate de catre Richard
Karp in cadrul seminarului din 1972 intitulat ,,Reductibility Among
Combinatorial Problems”. Aceasta problema a fost, de asemenea, mentionata
si in articolul lui Cook, o introducere in teoria problemelor NP - complete.
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Graf continand clica de marime 3

Clica intr-un graf reprezintd o multime de varfuri adiacente perechi,
adica subgraful indus, care este un graf complet.

In cele din urma, problema clicii constd in determinarea existentei
unei clici intr-un graf, a carei marime sa fie cel putin £ (ordin predefinit).
Odata identificate k£ sau mai multe varfuri ce formeaza o clica, este trivial sa
demonstram acest lucru, fapt ce-i justifica complexitatea NP. Problema
corespunzatoare de optimizare, problema clicii maxime, constd in gasirea
celei mai mari clici din graf.

Complexitatea NP a problemei clicii deriva din complexitatea NP a
problemei multimii independente, deoarece existd o clicd de marime k (cel
putin) dacad §i numai daca existd o multime independentd de marime k (cel
putin) in graful complementar. Acest lucru este usor de observat, tinand cont
de faptul ca daca un subgraf este complet, atunci subgraful complementar nu
are muchii.

Algoritmi

Un algoritm ,,primitiv’ de gasire a clicilor Intr-un graf consta in
examinarea fiecarui subgraf ce contine cel putin & varfuri, si indeplinirea
conditiei de formare a unei clici. Algoritmul este polinomial (complexitate
polinomiald) daca acel k coincide cu numarul varfurilor, sau cu o constanta
mai putin, dar nu daca k este, s spunem, jumadtate din numdrul total al
varfurilor. Numarul total al clicilor de marime &k a unui graf de marime |V]
este egal cu

IVRy_ V]!
k ) kI(V]-k!

In mod euristic am incepe prin considerarea fiecarui nod ca fiind o
clicd, iar mai apoi sd se uneasca aceste clici in altele mai mari pand cand
acest lucru nu mai este posibil.

Doua clici A si B pot fuziona daca fiecare varf din clica A este
adiacent fiecarui varf din clica B. Aceasta presupune un cost, In ceea ce
priveste timpul, liniar (liniar in numarul muchiilor), dar poate esua 1n gasirea
unei clici mari, Intrucat doud sau mai multe parti a clicii mari vor fi fost
fuzionat anterior, prin intermediul unor varfuri care nu apartin clicii.

Se gaseste, totusi, cel putin o clica maximald, care nu este continuta
in nici o alta clicd mai mare.
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Unele cazuri mai speciale, pot fi rezolvate intr-un timp mai scurt
decat cel exponential. Pentru k& = 3, algoritmul are o complexitate O(n1’41),

unde n reprezintd numarul muchiilor.

7.4. Determinarea multimilor stabile maximale

Fie G = [X,U] un graf simplu cu multimea de varfuri
X =1{X{,X5,...,X,}. Notdim cu S < S familia multimilor stabile maximale
ale grafului G. Exista mai multi algoritmi pentru determinarea familiei S,. In
continuare vom prezenta algoritmul lui Bednarek si Taulbee. Pentru acesta sa
punem pentru I <k <n:

Xy =X Xg 500X fs
Gy =[Xklg»
Xk+] = {y ’ ye Xka [Y7Xk+1] 3 U}a
si fie S| familia multimilor stabile maximale ale grafului G, .

Algoritmul B — T. (Bednarek si Taulbee)
1. Se consideré,:Xl = {x;}, Sl = {Xl}(k =1).
2. Se determind familia I ={T | T = S F\Y}+l,s IS Sk} si

familia I'k a multimilor maximale fatd de incluziune din Ik'

3. Se determina familia Si+1 dupd cum urmeaza:

Pentru fiecare S € Sk punem

* [
S U {x ) € Sk+1' dacd S < Yy,

sau dacd S ¢ Y,,,; punem S € SE+1 si XtV S NY,,) e Si+1

atunci si numai atunci cand S F\Y}+1 IS I'k.
Familia Si+1 contine numai multimile specificate mai sus.

4. Se determind familia S ; a multimilor maximale din SE+1.
5. Algoritmul se termind cédnd k = n - 1.
In ultima fazi obtinem familia S, a multimilor stabile maximale in
graful G, = G. Pentru justificarea acestui algoritm demonstram urmatoarea
afirmatie:

Teorema.

Pentru fiecare k = 1, 2, ..., n — 1 familia Sy, furnizata de algoritmul
B —T., este familia tuturor multimilor stabile maximale ale grafului Gy..

Demonstratie.

Presupunem ca Sk este familia multimilor stabile maximale ale

grafului Gi. Este suficient sa aratam ca orice element al familiei SE L1 esteo
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multime stabila a grafului Gy+; §i ca orice multime stabila maximala a acestui
graf apartine familiei SI; N

Prima parte a afirmatiei rezultd din modul de constructie al familiei
Sl*< +1» deoarece Sl*< 41 contine multimi sau submultimi din Sy (care fiind

stabile in Gy, sunt stabile si Tn graful Gy;) la care se adaugd elementul X+
daca si numai daca xy+; nu este adiacent In Gy cu nici unul dintre
elementele multimii sau submultimii considerate.

Fie acum S o multime stabild maximala a grafului Gy:;. Daca
Xp41 €S atunci SeS, si S Yy, ;. Rezulta, conform pasului 3 al
algoritmului (alternativa a doua) ca S e Sl*< N

Daca x; ., €S atunci T=S—{x, } este stabild in graful Gy si
Tc Yk+1 :

Dacd T € S, , atunci

*
In cazul cand T ¢ S, existd o multime T'e S, cu TcT'. Avem
TcT'NYy,,

si din cauza maximalitatii lui S rezulta ca

T=T'ﬂYk+l, T'ng+1, T'ﬁYk+l EI'k.

Deci S=(T'NY, )UiX )€ Sli+1 , §1 astfel, teorema este

demonstrata.
Exemplu.
Sa se determine familia S; pentru graful din figura:

L OO

1. Xy ={1},S; = {1} k=1)
Y= {1}
2. L={1}} =1

3. S5 ={{,2}}
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4, S, ={{1,2}}
Xz ={1,2}, S = {{1,2}} (k=2)
Y;={1}

2. L={{1}} =1,

3. Avem {12} ¢ Yssi {1,2} N Yse I',. DeciS; = {{1,2},{1,3}}.

4. 8;=S;
Y= {2}
2. L={{2},0}
I'y = {{2}}
3. S) = {{1,2},{2,4},{1,3}}
4, S, =S,
Y, =0

2. 1L,={0,0,0,0}, 1, ={0}

S5 = {{1,2},{5},42,4},{5},{1,3}, {5} }

4. S = {{1,2},{2,4},{1,3},{5}}
Yo={1,2,3,4,5}

2. Is= {{1,2},{2,4},{1,3},{5}} = I's

3. Sy = {11,2,6},{2,4,6},{1,3,6},{5,6} }
S¢ = {{1,2,6},{2,4,6},{1,3,6},{5,6} }
Y,={1,2,3,4,5}

2. Io= {{1,2},{2,4},{1,3},{5}} = I',

*
S, =1{1,2,6},{1,2,7},{2,4,6},{2,4,7},{1,3,6},
{1,3,7},15,6},{5,7} } = S;.

Deoarece k = n — 1 = 6, algoritmul se opreste. Familia multimilor
stabile maximale in graful G considerat este S;, iar numarul de stabilitate
este a(G)=3.

Observatii.

a) Determinare familiei C, a clicilor maximale in graful G revine,
pe baza observatiei b) anterioare, la determinarea familiei multimilor stabile
maximale in graful G (complementarul grafului G).

b) Determinarea familiei S, si a familiei C, este necesard printre
altele n problema gasirii unei acoperiri minimale a multimii varfurilor unui
graf cu multimi stabile (problema colorarii varfurilor) si respectiv cu clici.

[98)
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