Capitolul 6
PROBLEME DE FLUXURI iN RETELE

6.1. Problema fluxului maxim

Numim refea (de tramsport) cu intrarea s si iesirea t, 4 — uplul
R =(G,s,t,c) unde:
= G=(V,E)este un digraf;

" steV,s#t,d5(s)>0,dg (1) > 0;
* c¢:E—>R_,c(e) este capacitatea arcului e.
Vom presupune ca
V={1,2,..,n} (neN")

sica
|E| =m.
Extindem functia c la
c:VxV >R,
prin:
. e, ek
C 19 = .e
((0.3) {O, ot
si vom nota ¢((i,))) = Cij
Definitie. Numim flux in reteaua R = (G,s,t,c) o functie
x:VxV — R care satisface
(1) OSXijSCij, Vije VxV;
jeVv jev

Daca ij € E atunci Xjj se numeste Sfluxul (transportat) pe arcul ij.

Evident, conditia (i) cere ca fluxul pe orice arc sd fie nenegativ si
subcapacitar, iar conditia (ii) (legea de conservare a fluxului) cere ca suma
fluxurilor pe arcele care intra in varful i1 sa fie egald cu suma fluxurilor pe
arcele care ies din varful i.

Cu conventia facuta la extensia functiei de capacitate, se observa
ca pentru perechile (i, j) care nu sunt arce in retea conditia (i) impune ca
fluxul sa fie 0, si evident cele doua definitii sunt echivalente.

Daca se sumeaza relatiile (i1) (pentru 1 € V —{s, t} ) se obtine:
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0= X Zin_ZXij =2 X X~ IS Xj +

i#s,t\ jeV jev i#s,t j#s,t i#s,t j#s,t

L OXGF X XGT X XjgT X Xy = _(ins _szij_(zxit _thij’
1#S,t 1#s,t 1#8,t 1#8,t 1 1 1 1

Definitie. Daca x este un flux in reteaua R = (G,s,t,c) se numeste

valoarea fluxului x numarul
v(x) = .Z Xt~ .Z Xy -
jev jev

v(x) se poate interpreta ca fiind fluxul net care ajunge in iesirea retelei sau
(conform egalitatii obtinute mai sus) fluxul net care iese din intrarea retelei.

in orice retea R = (G,s,t,¢) existd un flux, fluxul nul Xji = 0 Vij, de

valoare 0.
Problema fluxului maxim
Data R = (G;,s,t,c) o retea, sa se determine un flux de valoare maxima.
Problema se poate formula, ca o problema de programare liniara:
max v

J ]
LXjs ~ XX ="V
J J

LXj — XX =V
] J

0< X;; < Cij Vi

Definitie. Daci P este un drum in G, multigraful suport al digrafului

G,sie= ViV; este o muchie a lui P atunci:

- daca e corespunde arcului ViV; al lui G, e se numeste arc direct al

drumului P;
- daca e corespunde arcului Vivi al lui G, atunci e se numeste arc
invers.
Definitie. Fie R = (G;s,t,c) si x flux in R. Se numeste C-drum (in R
relativ la fluxul x) un drum D in G cu proprietatea cd Vij e E(D):

Xij <G daca ij este arc direct;

Xji > 0 daca ij este arc invers.
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Dacd D este un C — drum si ij€ E(D), se numeste capacitate
reziduala a lui ij (relativ la C — drumul D) numarul

Cij — X 1arc direct in D

Xiis ij arc invers in D.

Capacitatea reziduala a drumului D este:
r(D)= min r(e).
ecE(D)
Definitie. Se numeste drum de crestere a fluxului x, in reteaua R =
(G,s,t,c),un C-drum de la s lat.
Se arata ca:
Lema.
Daca D este un drum de crestere a fluxului x in reteaua R = (G;,s,t,c),
atunci x! =x ® r(D) definit prin
Xii» ij ¢ E(D)
Xii =%+ r(D), 1ije E(D),1jarc direct in D

r(i) =

Xii — r(D), jieE(D), jiarcinversin D

este flux in R si v(x') = v(x) +1(D).

Rezulta ca daca x admite un drum de crestere atunci x nu este flux de
valoare maxima.

Definitie. Fie R = (G,s,t,c). Se numeste sectfiune in reteaua R, o
partitie (S,T)aluiVcuseSsiteT.

Capacitatea sectiunii (S,T) este

cS,T)y=2 2 Cij

ieSjeT
(suma capacitatilor arcelor de la S la T).
Se arata ca:
Lema.

Daca x este un flux in R = (G,s,t,c) si (S,T) este o sectiune a retelei,

atunci
v(x) = _Z _Z (Xij - in)
ieSjeT

(valoarea fluxului este egala cu fluxul net ce trece prin orice sectiune)

Lema. Daca x este un flux in R = (G,s,t,c) si (S,T) este o sectiune,
atunci v(x) < c(S,T).

Teorema. (Teorema drumului de crestere)

Un flux x este de valoare maxima intr-o retea R, daca si numai daca,
nu exista drumuri de crestere a fluxului x in reteaua R.
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Sa observam cd VieS si Vje T avem:

- daca ij € E atunci X = Cjj s

- dacd ji € E atunci Xii =0

(altfel, C-drumul de la s la i se poate extinde la un C-drum de la s la j).
Deci, conform lemei precedente:
v(x) = .Z .Z (Xij —X5i)= .Z .Z (Cij —0)=¢(S,T)
1eSjeT ieSjeT
si prin urmare x este flux de valoare maxima.
Teorema. (Teorema fluxului intreg)
Daca toate capacitdtile sunt intregi, atunci existd un flux de valoare
maxima cu toate componentele intregi (flux intreg de valoare maxima).
Demonstratie.
Fie algoritmul
1: x0 « 0; 1<0;
2: while (EiPi drum de crestere relativ la xi) do
{
Xl ®r(P) 7
i+ +

}

Se observd ci “x' are componente intregi” este un invariant al
algoritmului (din definitia lui r(P;), daca toate capacitatile sunt intregi,

rezultd ca r(P;) este Intreg in ipoteza cd x' este intreg) si ci la fiecare

iteratie a pasului 2 valoarea fluxului curent creste cu macar o unitate, deci
pasul 2 se repeta de cel mult c({s}, V — {s})e Z_ ori. Fluxul final obtinut

este de valoare maxima.

Observatie. Algoritmul, descris mai sus, este finit si in cazul
capacitatilor rationale.

Teorema. ( Ford-Fulkerson)

Valoarea maxima a unui flux in reteaua R =(G;,s,t,c) este egald cu
capacitatea minima a unei sectiuni a retelei.

Demonstratie.

Daca dispunem de un algoritm care, pornind de la un flux initial x?

(xO exista Intotdeauna, de exemplu x0 = 0), construieste intr-un numar finit
de pasi un flux x, care nu admite drumuri de crestere, atunci sectiunea
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construitd In demonstratia teoremei antecedente satisface Tmpreuna cu x
enuntul teoremei.

Pentru cazul capacitatilor rationale algoritmul descris satisface
aceasta conditie.

Pentru cazul capacititilor reale existd un algoritm, datorat lui
Edmonds si Karp.

Algoritmul lui Ford si Fulkerson pentru aflarea unui flux de
valoare maxima

Se va folosi un procedeu de etichetare a varfurilor retelei, in vederea
depistarii drumurilor de crestere a fluxului curent x. Daca nu exista drumuri
de crestere, fluxul va fi de valoare maxima.

Eticheta atribuita unui varf jeV are trei componente (e,€,,¢€3)

unde ¢ € VU{0}, e, e{direct, invers}; e; e R, §i au urmaitoarea
semnificatie:
- daca e, = directsi ¢; =1 atunci
3 un C-drum P de la s la j cu ultimul arc ij, arc direct i r(P) = e5;
- dacd e, = invers si ¢; =1 atunci
3 un C-drum P de la s la j cu ultimul arc ij, arc invers si r(P) = e;.

Initial, se eticheteaza sursa s cu eticheta (0,.,0). Celelalte varfuri
primesc eticheta prin “cercetarea” varfurilor deja etichetate:
Daca i este un varf etichetat, atunci Vje V:
- daca j neetichetat,
ek s1 X <Cj
atunci j se eticheteaza
e = (i,direct, min(ey [i],cij —X;j )
- daca j neetichetat,
jieE six i 0
atunci j se eticheteaza
e = (i,invers, min(e,[i], X;i ).
Evident, in acest fel se respecta semnificatia celor trei componente
ale etichetelor.
Numim aceastd procedura etichetare(i).
Atunci cand in procedura de etichetare s-a atribuit eticheta varfului t,
s-a obtinut un drum de crestere P a fluxului curent, de capacitate reziduala
r(P) =e;5[t] si ale cdrui varfuri se depisteazd in O(n) explordnd prima
componentd a etichetelor. Modificarea fluxului x ® r(P) se executd In acest
mers Tnapoi, tot In O(n).
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Pentru noul flux se reia procedura de etichetare.

Daca toate varfurile etichetate au fost cercetate si nu s-a reusit
etichetarea varfului t, rezulta ca fluxul curent nu admite drumuri de crestere,
este deci de valoare maxima, iar daca S = multimea varfurilor etichetate
atunci (S, V — S) este o sectiune de capacitate minima.

Descrierea algoritmului

1. Se alege x = (xﬁ) flux initial (de exemplu fluxul nul);

Se eticheteazd s cu (0,.,o) .

2. while (3 varfuri etichetate necercetate) do
{
"alege” un varf etichetat si necercetat i;
etichetare (1) ;
if (t a primit etichetd) then
{
modificd fluxul pe drumul dat de etichete;
sterge toate etichetele;
eticheteazd s cu (0,.,o)

}
}

3. Se—{”i are etichetd}

T« V-S
X este flux de valoare maximda.
(S,T) este sectiune de capacitate minimd.

Complexitatea algoritmului

Pentru fiecare crestere a fluxului, sunt necesare cel mult 2m (m = |E|)
inspectii de arce in vederea etichetdrii.

Daca toate capacitatile sunt intregi atunci vor fi necesare cel mult v
(v = valoarea fluxului maxim) cresteri succesive. Rezulta cd algoritmul are
complexitatea O(mv).

Daca U este o margine superioara a capacitatilor arcelor atunci

v<(n—1)U
((n — 1)U este o margine superioara a capacitatii sectiunii
({s}, V={s})),
deci algoritmul are complexitatea
O(nmU).

Dezavantajele algoritmului sunt legate de neconvergenta in cazul
capacitatilor irationale (desi practic, In implementari nu este cazul), si de
faptul ca marimile capacitatilor influenteazd comportarea sa, acestea
neconstituind o masurd a volumului datelor de intrare.
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6.2. Fluxuri de cost minim
Fie R = (G,s,t,c) oretea si x un flux de laslatin R.
Consideram a:E — R o functie de cost care asociazd fiecarui arc

jekE, a(ij) = aj costul (transportului unei unitati de flux) pe arcul ij.

Costul fluxului x se defineste ca fiind
a(x) = g}jaijxij .
Problema fluxului de cost minim
Dati R o retea, ve R™ si a:E — R functie de cost, si se determine
x" flux in R astfel incat
a(xo) = min{a(x) | x flux in R, v(x) = V} .

Observam ca, daca v nu depaseste valoarea fluxului maxim in reteaua
R, atunci problema are intotdeauna solutii, a(x) fiind liniara, iar multimea

fluxurilor de valoare dati v fiind marginiti si inchisd in R™.

Definitie. Fie x un flux in R = (G,s,t,c) s1i a:E — R o functie de
cost.

Daca P este un C-drum in R relativ la fluxul x, atunci costul drumului
P se defineste

a(P)= X aj; — > aj .
ijeP ijeP
ij direct ij invers

Daca C este un C-drum inchis, a(C) se calculeazd dupa aceeasi
formuld, dupd stabilirea unui sens de parcurgere a lui C (este posibil ca
ambele sensuri de parcurgere ale lui C sa satisfacd definitia unui C-drum).
1. Din definitia data, rezultd ca dacd P este drum de crestere relativ la

fluxul x, atunci xl=x® r(P) este un flux de valoare V(Xl) =v(x)+r(P) si
de cost a(x)+r(P)-a(P).

2. Daca C este un C-drum inchis relativ la x, atunci xl=x® r(C) este
un flux de valoare v(x') = v(x) si de cost a(x!) = a(x) +r(C)-a(C).

Daca a(C) < 0 atunci x| este un flux de aceeasi valoare ca si x, dar de
cost strict mai mic.

Teorema.

Un flux de valoare v este de cost minim daca si numai daca nu admite
C - drumuri inchise de cost negativ.

Demonstratie.

Necesitatea este evidenta din observatia anterioara.
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Suficienta. Fie x un flux de valoare v, care nu admite C - drumuri
inchise de cost negativ.

. * o . A A
Fie x" un flux de valoare v, de cost minim astfel incat

A(X,x™) = min{A(x,x") | x' flux de valoare v si cost minim}
unde A(x,x") =| {ij | x5 # X'ij} E
Dacid A(x,x ) =0 rezulticd x =x" si deci x este de cost minim.

Daci A(x,x')>0, fie ij astfel incat xij;txikj. Presupunem

0< Xji < X;kj < ¢ (astfel, rationamentul este similar). Din legea de conservare

a fluxurilor rezulta ca
Jjk € E astfel incat 0 < Xk < xj-‘k <Cik
sau
Jkj € E astfel incat 0 < Xij < Xy < Cik -
Repetand acest rationament, deoarece numarul varfurilor este finit, se

va obtine C, un C-drum inchis relativ la x in R.
Considerand sensul invers de parcurgere pe C se obtine un C-drum

C', inchis relativ la x™*.

Deoarece a(C) > 0 din ipoteza, iar a(C') = — a(C), rezultd, din
necesitatea teoremei (x" este de cost minim), ¢ a(C) = 0.

Modificand fluxul x* cu 8(C') pe C', und

% . *

3(CY=min{ min X — X,
J ) kjinvers in C' ]

ki direct in C' %
se obtine un flux x' cu
v(x)=v(x")=v, a(x) =a(x")+8(C")-a(C) =a(x"),
deci de cost minim, dar, cu A(x,x") < A(x,x"), contradictie.
Deci A(x,x")=0.

Teorema.
Daca x este un flux de valoare v si de cost minim iar P, este un drum

de crestere, astfel incat
a(Py) = min{a(P) | P drum de crestere relativ la x}

atunci x' = x®r(Py) este un flux de valoare V(Xl) =v+r(P)) si de cost

minim.
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Linia demonstratiei este urmatoarea: presupunand prin reducere la

absurd ci x' nu este de cost minim, atunci x' admite un C — drum inchis C
de cost negativ. Cum x era flux de cost minim rezulta ca E(C) "E(P,) # 0.

Dacd ije E(C) "E(P,), atunci va rezulta cd P, wC—ij contine un

drum de crestere relativ la x de cost mai mic decat P,.

Un drum de crestere de cost minim poate fi depistat cu ajutorul
algoritmilor de drum minim.

Daca x este un flux in R si a:E — R este functia de cost atunci
considerand aj; =0 dacd ij¢ E (caz in care X = 0), construim

Un drum de pondere minima de la s la t in raport cu ponderile a;.

©, Xl_] = Cl_] S1 X_]l =0

i

corespunde unui drum minim de crestere in R relativ la fluxul x.
Un circuit de pondere negativa in raport cu ponderile a;. corespunde

i

unui C — drum inchis in R relativ la x, de cost negativ.
Rezultd, urmatorul algoritm pentru rezolvarea problemei fluxului de

cost minim.

Algoritm generic de rezolvare a problemei fluxului de cost minim

{

0:

Se considerda x = (x..) un flux cu valoarea v'<v;
1

{x poate fi fluxul nul sau un flux y determinat cu
ajutorul algoritmului de flux maxim si apoi
v(y)

while (3 circuite de pondere < 0 relativ la aﬁ) do

considerand x —

{ determind un astfel de circuit;
modificda fluxul pe acest circuit
}
while v (x) < v do
{ aplicda un algoritm de drum minim in raport cu
ponderile aﬁ pentru depistarea unui C - drum

P de cost minim;
X < X ® min(r(P), v — v(x))
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Complexitatea pentru pasul 2 este O(n3 v), dacd se pleacd de la
fluxul nul. Se poate dovedi ca pasul 1 se poate implementa astfel ca numarul

iteratiilor sa fie O( nm? logn).
In continuare se prezinti o noud descriere a algoritmului lui Ford si
Fulkerson si se aplica acest algoritm pe un exemplu.

6.3. Algoritmul Ford-Fulkerson

Algoritmul Ford-Fulkerson (denumit astfel dupa L.R. Ford, Jr si
D.R. Fulkerson) calculeaza fluxul maxim intr-o retea de fluxuri. A fost
publicat 1956.

Ideea algoritmului este foarte simpla: Atata timp cat existd un drum
de la sursd la tintd, cu capacitati disponibile pe toate muchiile drumului, vom
trimite flux pe unul din aceste drumuri. Se gaseste, ulterior, un astfel de drum
si asa mai departe. Un drum cu capacitati disponibile se numeste drum de
crestere.

Algoritmul

Se da un graf G = (V,E), avand capacitatea c(u,v) si fluxul fu,v)=0
pentru muchia de la « la v. Vrem sa gasim fluxul maxim de la sursa s la tinta
t. Dupa fiecare pas al algoritmului se mentin urmatoarele:

m f(u,v)<c(u, v). Fluxul de la u la v nu depiseste capacitatea.

m f(u,v)=—f(v,u). Se mentine fluxul net intre u si v. Daci in
realitate a unitati trec de la u la v, iar b unitati trec de la v la u, mentinem
flu,v)=a-bsi f(v,u)=b—-a.

[ Zf(u, v)=0< f,(u)=f,,(u). Pentru toate nodurile u,

exceptand s si ¢. Fluxul ce intrd intr-un nod trebuie sa fie egal cu cel ce iese
din nodul respectiv.

Aceasta inseamnd ca fluxul prin retea este ceea ce numim ,,flux
legal” dupa fiecare etapd parcursa a algoritmului. Definim reteaua
reziduala G, (V, E f) ca fiind reteaua cu capacitate

cr (,v)=cu,v)— f(u,v)
si fard flux. A se tine cont de faptul ca nu se stie cu certitudine ca
E=E,,
deoarece se poate intampla ca, trimitdnd flux pe (1, v) acesta sa se blocheze

(satureze), insd da nastere unei noi muchii (v, «) in reteaua reziduala.
Algoritmul Ford-Fulkerson

Date de intrare: Graful G cu capacitatea ¢, nodul sursda s si
nodul tinta ¢.
Date de iesire: Un flux maxim fde la s la ¢
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1. f (u, v) < 0 pentru toate muchiile (u, v)
2. Cat timp existda un drum P de la s la t, astfel incét
cf(u, v) > 0 pentru toate muchiile (u, V) e P:

1. Gasirea ¢ (p) = min {cf (u, v)‘ (u, v) € p}
2. Pentru fiecare muchie (u, v) e P
1. f(uv) « f(uv)+ cr (p)
(Se trimite flux de-a lungul drumului)
2. f(vu) « f(vu)- cr (»)

(Fluxul ar putea fi ,intors” ulterior)

Drumul poate fi gasit cu ajutorul, spre exemplu, metodei breadth-first
search sau al metodei depth-first search in graful G, (V, E f). Daca se

foloseste cel dintai, algoritmul se numeste Edmonds-Karp.

Complexitate

Fluxul maxim va fi atins Tn momentul In care nu vor mai fi gasite
drumuri ce permit cresterea fluxului corespunzitor. Cu toate acestea, nu
exista certitudinea unei astfel de situatii, astfel ca singurul lucru ce se poate
garanta este acela cd, odata cu parcurgerea algoritmului, rezultatul este cel
corect. In cazul in care algoritmul ruleazi la infinit, s-ar putea intdmpla ca
fluxul sd nici nu convearga catre fluxul maxim. Dar aceastd se poate
intampla doar in  cazul valorilor irationale atribuite fluxului. Cénd
capacitatile sunt intregi, timpul de rulare al algoritmului Ford-Fulkerson este

de ordinul O(| E | *f), unde |E| reprezintd numarul de muchii ale grafului, iar

f reprezintd fluxul maxim al grafului. Acesta deoarece fiecare drum de
crestere poate fi gasit intr-un timp de ordinul O(| E|), marind fluxul cu o

cantitate intreaga, care este cel putin 1.
O varianta a algoritmului Ford-Fulkerson , ce garanteaza finalitatea si
un timp de rulare independent de valoarea fluxului maxim, este algoritmul

Edmonds Karp, a carui timp de rulare este de ordinul O(| V || E \2) .

Exemplu

Urmatorul exemplu indicad primii pasi ai algoritmului Ford-Fulkerson
intr-o retea cu 4 varfuri, sursa fiind A, iar tinta (nodul terminal) D.
Drumurile de crestere sunt gasite cu ajutorul metodei depth-first search
(cautarii in addncime), unde vecinii sunt vizitati in ordine alfabeticd. Acest
exemplu imagineazd cel mai sumbru comportament al algoritmului. La
fiecare pas, este trimis un flux avand valoarea 1 de-a lungul retelei. A se
vedea ca daca s-ar fi folosit o cdutare de tipul breadth-first search, ar fi fost
nevoie de doar doi pasi.
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Drum Capacitate Fluxul in retea rezultat

II.f‘_‘“.
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A se remarca modul in care fluxul este ,,impins inapoi” de la C la B,
in momentul in care se gaseste drumul 4, B, C, D.
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