Capitolul 8
PROBLEME DE DESCOMPUNERI iN GRAFURI

8.1. Tipuri de descompuneri in grafuri

In acest paragraf ne referim la evolutia descompunerii in grafuri, din
care prezentdm cateva din rezultatele, deja obtinute, despre tipuri de
descompuneri in grafuri si anume: descompunerea in care o anumitd
caracteristicdA numericd a grafului are proprietatea de aditivitate,
descompunerea in care legea de adiacentd intre submultimile partitiei este
cunoscutd, descompunerea in functie de operatia de compozitie,
G-descompunerea si in final, descompunerea substitutie si partitionarea
varfurilor.

Fie G un graf cu multimea varfurilor V(G) = V si multimea muchiilor
E(O}=E.

In teoria grafurilor, o clasa foarte largd de probleme se referd la
descompunerea (partitia) multimii varfurilor V in submultimile X.,iel,
astfel Incat proprietati de urmatoarele tipuri au loc (Olaru, Antohe):

1) Subgraful indus [X;](i€l) trebuie sa aiba proprietati prescrise; de
exemplu, problema colorarii grafurilor in care X; trebuie sa fie multimi
stabile si problema acoperirii grafurilor cu clici;

2) Descompunerea in care o anumitd caracteristicd numericd ¢ a

grafului G trebuie sd aiba proprietatea de aditivitate, adica relatia
% 0([X;]g) = #(G) are loc;
iel

3) Legea de adiacentd intre submultimile Xi,Xj,i # ], trebuie sa fie

cunoscutd. Apare ca o problema de descompunere referitoare la o operatie de
un tip oarecare, care este, esential, legea de adiacenta; o astfel de
descompunere este numitd descompunere in functie de un tip de operatie.
Apar de asemenea combinatii ale tipului 1) si 3); in astfel de
descompuneri, subgrafurile [Xj] trebuie sa satisfacd niste conditii (de
indecompozabilitate, coindecompozabilitate). Exista de asemenea probleme
care sunt combinatii ale tipurilor 1) si 2) si acestea sunt in acelasi timp
impuse fiecarui subgraf. Aici este inclusa problema grafurilor perfecte.

8.1.1. Descompunerea de tip 2
Rezultatele urmatoare au fost obtinute de Olaru.
Propozitia 1.
Orice graf care admite o clica drept cutset este o - decompozabil.
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Propozitia 2.
Grafurile o - critice nu au cutset care sa fie clica.
Propozitia 3.
Dacd G este un graf o - decompozabil atunci existd o
o - descompunere in componente o - indecompozabile care sunt tare
stabile.
Teorema 1.
Pentru un graf G cu o (G)>2, urmatoarele afirmatii sunt echivalente:
(1) G este minimal imperfect (adicad este minimal critic);
(i) G este minimal tare stabil;
(111) G este minimal cu: (G -x) < x(G), Vx € V(G).
{(1) echivalent (ii): E. Olaru, (i) echivalent (iii): W. Wessel }.
Propozitia 4.
Un graf G este perfect dacd si numai daca singurele subgrafuri
o - indecompozabile ale lui G sunt clici.
Propozitia 5.
Un graf G este perfect a - decompozabil dacd si numai dacd el
contine un graf partial a - critic si perfect a - decompozabil.
Propozitia 6.
Un graf G a - critic este perfect o - decompozabil daca si numai
daca componentele sale conexe sunt clici.
Remarcam ca orice graf admite cel putin un graf partial o - critic. Un
criteriu de decompozabilitate este urmatorul.
Propozitia 7.
Un graf G este a - decompozabil daca si numai daca el are cel putin
un graf partial o - critic decompozabil.

8.1.2. Descompunerea de tip 3
Descompunerea de tip 3 Tnseamna descompunerea multimii varfurilor
V in submultimile X;,iel astfel incat Vi,jel,i=j, X; si X i sunt total

adiacente in G sau G (adica X, ~X i in G sau G).

Acest tip de descompunere coincide cu descompunerea cu
respectarea operatiei graf-adiacenta (X-join), introdusd de Sabidussi. O astfel
de descompunere se numeste S-descompunere, iar factorii X;,iel,

S-componente.

Orice graf admite o S-descompunere in care toate S-componentele au
numai un element, numita banala.

Definitie. Un graf G se numeste S-indecompozabil daca el
admite numai S-descompunerea banala, altfel se numeste S-decompozabil.
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Observam ca un graf decompozabil poate fi prezentat in diverse
forme ca S-descompunere de subgrafuri indecompozabile. Este, deci necesar
a considera altfel S-descompunerea, proprie (Olaru, Antohe).

Definitie. O S-descompunere in subgrafuri indecompozabile este
proprie dacd ea contine un numar minim de S-componente indecompozabile
banale.

Teorema 2. (Olaru, Antohe).

Orice graf finit decompozabil admite o S-descompunere proprie,
unica pand la un izomorfism.

Definitie. Un subgraf [A] a unui graf G este numit
coindecompozabil dacd A este omogena si este maximald cu aceastd
proprietate.

Teorema 3. (Olaru, Antohe).
Orice graf (finit sau nu) admite o unica S-descompunere in care
S-componentele sunt coindecompozabile.

8.1.3. Descompunerea in functie de compozitie

Aceastd descompunere este in functie de operatia booleana numita
compozitie, care a fost introdusd de Harary si investigatd de Sabidussi, care
se mai numeste si produs lexicografic. Reamintim definitia acestei operatii.
Date fiind doua grafuri G; = (V,E)) si G, = (V2,E,), compozitia, notatd
G = G[Gy] se defineste astfel: V(G) = V;xV, si pentru
Vu=(u;,uy)eV;xV,, Vv=(v{,v,) eV, xV,, uveE(G) dacd si numai
dacd ujv; € E; sau (u; =v; si u,v, € E,).

Rezultatele urmatoare se gasesc in (Golumbic, Shamir).

Fie Ho un graf neorientat cu n vérfuri vy,..,v, si fie Hy,..,H/

n grafuri disjuncte. Graful compozitie H = Hy[H;,....,H ] este format astfel.

n

Pentru i, j = 1, ..., n, inlocuim varful v; din Hy cu graful H; si ludm
fiecare varf din H; adiacent la fiecare varf din H; ori de céate ori v; este
adiacent lui v; in Ho.

Formal, pentru H; = (V;,E;) definim H = (V,E) astfel:

i>1
si
E= -L>J1Ei U {xy | x eVi,erj si ViV; €Ey}.
12

Mai notam E = E([E;,...E_].

Hj se numeste factor extern a lui H, H;, 1 = 1, ..., n se numesc factori
interni ai lui H.
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Un graf neorientat G = (V,E), care prin orientarea fiecarei muchii
obtinem graful orientat (V,F) care satisface urmatoarea conditie: daca abeF
si bceF implicd aceF (Va,b,ce V), se numeste graf de comparabilitate

(Golumbic, Shamir).
Teorema 4.
Fie G =Gy[Gy,...,G, ], unde G; sunt grafuri neorientate disjuncte.

Atunci G este graf de comparabilitate daca si numai daca Gii=0, 1, ..., n este
graf de comparabilitate.

Definitie. Un graf se numeste decompozabil dacd el poate fi
exprimat ca o compozitie nebanala de subgrafuri induse; altfel, el se numeste
indecompozabil.

Pentru orice graf existd compozitia banala: G = K;[G].

Formal, G = (V,E) este decompozabil dacda existd o partitie
V=V, +..+V, a varfurilor in submultimi nevide disjuncte doua cate doua

cu 1 <r < |V] astfel incat G = GR[GVl ,--»,Gy ] pentru orice mulfime de
v

reprezentanti R = {x,.., X}, X; din Vi. O astfel de partitie induce o

descompunere proprie a lui G.
G are o multime partitivd nebanald daca si numai dacd G este
decompozabil.

8.1.4. G-descompunerea

Un graf orientat este o pereche G = (V,E), unde V este o multime
nevida, iar E este o multime de perechi ordonate de elemente distincte ale lui
V. Elementele lui E se numesc arce.

Pentru un graf orientat G = (V,E), notdm cu G'= (V, E_l) , graful

invers, unde B! = {(x,y) | (y,x) € E}.
Fie G = (V,E) un graf. Un graf orientat H =(V,F) (avand aceeasi

multime de varfuri ca si G) cu proprietatea ca F N Fl=0 si Fu F'=E se
numeste orientarea grafului G. (H se obtine asociind o orientare fiecarei
muchii a lui G).
In acest paragraf prezentim un algoritm pentru G - descompunere.
Fie R o relatie binard pe multimea muchiilor unui graf neorientat
G = (V,E), definita astfel:
abRxy daca si numai daca oria=x si byg E ori b=y si ax¢ E.
Inchiderea reflexiva si tranzitiva R' a lui R defineste o relatie de
echivalenta pe E, ale carei clase de echivalenta se numesc clase de implicatii.

Dacd A este o clasd de implicatie atunci A=AUA"! este inchiderea
simetrica a lui A.
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Pentru G = (V ,E), un graf, o partitie a lui E in k multimi:
E=IA31 +...+]§k se numeste G-descompunere daca B; sunt clase de
implicatii din graful G = (V, ]§i +]§3iJrl + .+ Bk), Vi=1k.

O secventa de muchii [Xx;y,...X,y,] se numeste schemd de

descompunere pentru G dacd existd o G-descompunere E:B1 +"'+]§k

astfel incat x.y; € B;,i=1k.

Are loc urmatorul algoritm de descompunere:

Input: Un graf G = (V,E).
Output: O G-descompunere; Un numdar k;
k multimi de muchii din G: By, ..., By
begin
fie E, = E
=1
loop:
Alege arbitrar o muchie e = X;y; € E;.

Determind clasele de implicatii B; din E; continédnd xiy;
rie E,,, = E - B,
If Ei+1 = (@ then

Fie k := i

stop

else

Incrementeaza i cu 1

go to loop
end 1if

end

8.1.5. Descompunerea substitutie si partitionarea varfurilor

Un graf conex, nenul, care nu contine varfuri separatoare se numeste
bloc (Behzad, Chartrand, Foster). Un bloc al unui graf G este un subgraf
indus al lui G care este el Insusi un bloc si care este maximal cu respectarea
acestel proprietati.

Operatia numitd partitionarea varfurilor este definitd in cele ce
urmeaza.

Presupunem ca sunt date un graf G = (V,E) si o partitie initiala P a lui
V in blocurile disjuncte By,...,B, . Problema partitionarii grafului cere a gasi

partitia avand putine blocuri a lui V, fie P' = (Ey, ..., E;), astfel incat:
1) Fiecare E; este o submultime a unui By;
2) x,y € E; implicd N(x) - E; = N(y) - E;.
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Conditia a doua poate fi reformulata astfel. Fiecare bloc E; verifica:
pentru fiecare 1 ori x ~ E; ori x + E; pentru VxeV-E,, adica E; este

modul.

R. McConnell si Spinrad au descoperit un algoritm O(m+n) pentru
partitionarea varfurilor.

Varful v separad (spliteazd) un bloc B ori de cate ori v este utilizat
pentru a divide B in blocurile BN N(v) si B—N(v).

Descompunerea modulard (Jamison, Olariu) sau descompunerea
substitutie (descoperitd independent de mai multi autori printre care R. H.
Mohring si F. J. Radamacher) inseamnd partitionarea unui graf G in
subgrafuri, fiecare din ele este un modul intr-un subgraf al lui G.

In particular, graful insusi si multimile cu un singur varf sunt
considerate module.

Algoritmul urmator partitioneazd un graf in O(mlogn) timp.
Algoritmul alege un varf v care ori

1) nu a fost folosit inainte ca element de splitare ori
. B' . . . A
i) veB,|B|< %, B' care a continut v ultima datd cand v a fost ales

ca element de separare ori
iii) este Intr-un bloc care nu va fi separat in viitor.

Varful v este folosit sd separe fiecare bloc care nu contine v.
Separarea cauzata de v poate fi executatd in O(|N(V) |).

Pentru a separa pe B, prima datd verificam dacad v nu este in B; apoi
localizam vecinii lui v Intr-un nou bloc B', care este pastrat "legat" de B
pana la sfarsitul separarii cauzata de v.

Daca nici un varf nu satisface criteriul 1) sau ii) pentru alegerea
elementului de separare, orice varf din cel mai mare bloc activ C rdmas, va
satisface criteriul iii). Orice alt varf v a incercat sa separe C, deoarece v a
fost separat de C la un moment dat §i este acum intr-un bloc care este cel
mult de lungimea lui C.

Algoritmul propriu-zis:

Fie partitia initiald (Bl,...,Bj);
Pentru fiecare bloc B; executad
lastused[B;] = cea mail mare valoare;
{ folositultimadata[B;] = cea mai mare valoare}
READY = (Blf---'Bﬁ;
Cét timp (G este nevid) executd

(
Cat timp (READY# Q) executd
C = orice bloc din READY;
lastused[C] = |C|;
pentru fiecare varf x din C executa
separa toate blocurile exceptdnd C in functie de
adiacenta la x;
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pentru fiecare bloc B separat in B, B2 prin x executa
lastused[B2] = lastused[B];

dacid |B| X lastused[B]/2 atunci
adauga B la READY;

daci |B2| X lastused[B2]/2 atunci
adauga B2 la READY;
C = cel mai mare bloc ramas;
returneaza C ca parte a partitiei finale;
foloseste fiecare varf din C pentru a separa celelalte
blocuri;
G=G-C.

Prezentdm in continuare un algoritm de complexitate O(mlogn) dat
de McConnell pentru gasirea descompunerii substitutie a unui graf. Aceasta
metoda de descompunere se bazeaza pe algoritmul de partitionare de mai
sus. Algoritmul lucreaza in doud faze. Prima faza gaseste o submultime de
module din arborele de descompunere utilizdnd partitionarea i produce o
ordine pe varfuri astfel incat celelalte module vor fi gasite (specificate) prin
alegerea diferitelor varfuri ca elemente de separare.

Descriem procedura de baza. Ori de céte ori procesul de partitionare
returneaza o multime S de lungime mai mare decat 1, S este modul al lui G.
Alegem orice varf's din S, impartim S in s 1 S — s §1 reincepem procedura de
partitionare. Pastram un arbore a multimii partitiilor care se produc in timpul
acestei proceduri. Initial, arborele are o radacind, s ca descendentul direct
stang si V — s ca descendentul direct din dreapta. Ori de cate ori o multime
este separatd 1n vecini i nevecini, ludm un nou nod intern cu vecinii drept
descendentul direct stang si nevecinii drept descendentul direct drept. Daca S
a fost specificat (mentionat, gasit) ca a fi un modul, marcdm nodul intern
corespunzator lui S.

Notam ca aceastd procedurd va gasi modulele care nu contin un varf
arbitrar ales s, dar nu va gasi modulele continand s. Acestea vor fi gasite de
faza a doua. Ideea este de a ordona varfurile astfel incat intotdeauna alegem
varfuri pentru separare pentru faza a doua care nu apar Impreuna cu s intr-un
submodul. Numaram varfurile din timpul traversarii standard postordine, in
care multimea descendentilor copilului (descendentului direct) drept dintr-un
nod dat va fi mai mare decat a descendentilor nodului stang al aceluiasi copil
(descendent direct).

Faza a doua a procedurii este aceeasi cu prima, exceptie fiind atunci
cand avem un modul S, intotdeauna alegem un varf x cu cel mai mare numar
din S cu respectarea procedurii de ordonare din prima faza, separand S in x si
S — x i continudm ca mai sus. Timpul total luat pentru gasirea celui mai
mare numar de varfuri este O(nlogn), astfel se termind cele doua faze in
O(mlogn) timp.
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Arborele de descompunere este produs prin combinarea modulelor
gasite in timpul celor doua faze.

Fie un modul M. Daca exista un descendent direct ¢ al lui M care nu
formeaza muchii cu nici un alt descendent direct al lui M din G, stergem c
din M si adaugdm un nod etichetat P cu ¢ drept un descendent direct si M
drept celdlalt descendent direct. Similar, daca exista un descendent direct c'
al lui M, extremitate a tuturor muchiilor cu toti ceilalti descendenti directi ai
lui M, stergem c' din M si adaugam un nod S cu ¢' drept un descendent direct
s1 M drept celalalt descendent direct. Aceasta ia O(n+m) timp. Unim arborii
gasiti In fiecare din cele doud stagii astfel. Traversam arborele in ordinea
primul Tn adancime. Daca intdlnim un nod serie (care corespunde unui modul
M astfel incat [M]g este neconex) sau paralel (care corespunde unui modul

astfel incat [M]; este neconex) x, care are un ascendent direct p de acelasi

tip, luam toti descendentii directi ai lui x descendenti directi ai lui p.

In final, combinim modulele gisite in timpul fiecireia din cele doua
faze intr-un singur arbore de descompunere, T. Fie T; si T, arborii gésiti in
timpul celor doud faze. Fie toate nodurile lui T; si T, in ordine
nedescrescdtoare a numarului de descendenti directi varfuri pendante. Cand
un modul M este intalnit, adaugdm M daca M nu este deja parte a arborelui
combinat. Pentru a cunoaste dacd un modul M cu k descendenti varfuri
pendante este deja in arbore este suficient a verifica daca cel mai mic numar
de varfuri din M este deja intr-un modul de lungime k. Daca memoram cel
mai mic numar de varfuri din fiecare modul si modificam variabila i pentru
un varf v cand v este varful cu cel mai mic numar dintr-un modul de lungime
1, acest pas ia timp constant pe modul. Adaugarea unui modul M la T se face
astfel. Orice descendent direct ¢ al lui M se afla in T si pentru orice radacina
r din arborele curent care contine un descendent direct al lui M, r devine un
descendent direct al lui M in arbore. Orice metodad naturald de a marca un
arbore, pentru ca un drum sd nu fie traversat de doud ori, ne permite sa
combinam doi arbori in O(n) timp.

La sfarsitul acestui paragraf, prezentam urméatorul rezultat (Olariu).

Pentru un graf G urmatoarele doua afirmatii sunt echivalente:

(1) G nu are nici un subgraf indus izomorf cu grafurile cu secventa de
grade (2,2,2,3,3), (1,1,2,3,3), (2,2,3,3,4,4);
(i)  pentru fiecare subgraf indus H a Iui G, cel putin una din
urmatoarele afirmatii sunt adevarate:
(a) H contine o multime omogena;
(b) o(H)<2.
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8.2. Descompunerea slaba a grafurilor
8.2.1. Introducere

Fie G = (V,E) un graf neorientat, fird bucle si muchii multiple. in
diverse probleme de teoria grafurilor, cu precadere in constructia unor
algoritmi de recunoastere apare frecvent un anumit tip de partitie a multimii
varfurilor 1n trei clase 4, B, C astfel incat 4 sa induca graf conex, iar C sa fie
total adiacent cu B si total neadiacent cu 4. Asa se intampla, de exemplu, cu
constructia cografurilor pornind de la K;, si substituind varfurile cu
cografuri. Introducerea notiunii de descompunere slaba (C. Croitoru) si
studiul proprietétilor ei ne permite sa obtinem alte rezultate de acest tip, cum
ar fi: caracterizarea cografurilor cu coarbori ( rezultat cunoscut, obtinut de
Lerchs, dar pentru care obtinem demonstratie mai usoard). De asemenea,
caracterizam grafurile K;; —free si dam un algoritm de recunoastere si un
altul pentru determinarea unui cuplaj de cardinal maxim 1n aceastd clasa de
grafuri. De asemenea, alte proprietdti se obtin pentru grafuri triangulate,
garfuri {P,, C4}- free, grafuri paw — free, grafuri confidential conexe.

O parte din acest capitol a fost prezentat la ROSYCS 2000 Iasi.

8.2.2. Descompunerea slaba a unui graf
Inainte de a da definitia centrald din acest capitol, reamintim ca
pentru un graf G=(V,E) si A<V , am notat:
N,(A)={v|veV—-A4,FIwe Asiv~w}
N [A]=AUN;(A)
s
Ny(A) =V = N,[A].
(Daca nu sunt posibile confuzii, indicele G poate fi omis).

Fie G,=(V,,E,)) st G,=(V,,E,), doud grafuri oarecare. Notdm cu
G,+G,, K> - adiacenta (K — join) a grafurilor G; si G, adica, graful obtinut
din K, prin substitutia varfurilor sale cu G; si G; si orice varf din G, este
adiacent cu orice varf din G,. Graful G;+G; va fi numit suma grafurilor G;
cu Gz.

Definitia 1. Fie G=(V,E) un graf- O multime de varfuri , A, se
numegste multime slaba daca N (A)#V —A si subgraful indus de A este

conex. Daca A este multime slaba, maximala in raport cu incluziunea,
subgraful indus de A se numegste componenta slaba. Pentru simplificare,
componenta slaba G(A), se va nota cu A.

Denumirea de componenta slaba este justificata de urmatorul rezultat.

Propozitia 2.

Orice graf conex si incomplete G=(V,E) admite o componenta slaba

A astfel incit GV — A) = G(N(A))+ G(N(A)).
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Demonstratie. Deoarece graful G este incomplet, a(G)=>2, exista
varfurile x # y, neadiacente. Fie

A, ={x}; B, = N(x);C, :N(x)-

Avem yeC,. Dacdi N(x)~ N(x) atunci 4=4,. Daci nu, fie
x, € N(x),y, € N(x) astfel incat x,Ny, .

Pentru 4, = A4, U{x,},[4,] este conex, deoarece [4,] este conex si
x, € N(x).

N(4))=(N(4)—{x, ) V(N(x,)NC,).y, € N(A1)

(deoarece x,Ny, si y, e N(x) si y,N4,).

Deci

N(4)#D.
Daca
N(A]) ~ N(AJ

atunci [V —A4,]=[N(4,)]; +[N(4,)];. Presupunem ca s-a construit 4; ,
Bi=N(4), C,=N(4,).

Dacd B, ~C, atunci A = A;. Dacd nu, fie x,,€B, s1 y
X Ny

i+1 € Ci cu
i+1°
Notam
A =494} B, =N(4,,);C,, =N(4,,).
[Ai+;] este conex, deoarece [A;] este conex si x,,€N(4).

NA4,).

+1 +1

y.., € N(4,,) (deoarece x,, Ny,  si y,, eN(4)siy
Deci

i+1

N(A, N)#D.
Daca B,,, ~ C,,, atunci A=4;+; si
V=416 =[N, )]s+ []\_](AHI)]G :
Deoarece
A cAd c..clc.clV

si |V| <oo rezulta 3p € N astfel incat N(4,) ~ ]V(Ap) sideci A4=4, este
componenta slabd cu proprietatea din enunt.

Propozitia 3.

Fie G = (V,E) un graf conex si incomplet si ACV . Atunci A este
componentda slaba a lui G daca si numai daca G(A) este conex §i
N(A) ~ N(A).
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Demonstratie. Presupunem ci existi ne N(4) si 7e N(4) astfel
incat nn ¢ E(G).

Fie A'=Au{n} si N' = (N(A4)—{n}) U(N(n) N N(A4)).

[A"], este conex, N(A)=N" si V(G)—(A"UN(A"))o{n}. Deci
N(A")#V(G)—A', contrazicand maximalitatea lui A.

Invers.

Fie G(4) conex si N(A)~ N(A). Aritim ci G(A4) este componenti
slaba. Fie A" > 4, componenta slaba.

D# A —Ac N(A) (deoarece AX N (A4)si G(4") conex).

Fie ne A'— A . Atunci N(4) c N(n). Deci N(A')#, contrazicand
definitia componentei slabe.

Definitia 4. O partitie de forma (A,N(A),V — N[A]), unde A este

multime slaba o numim descompunere slaba in raport cu A a grafului G.
Numim A componenta slaba, N(A) multime separatoare minimala, iar V-
N[A] multime indepartata (remote set).

Propozitia 5.

Daca G=(V,E) este un graf conex §i incomplet atunci multimea
vdarfurilor V admite o descompunere slaba (4,B,C) astfel incat G(A) este
componenta slaba si G(V-4)=G(B)+G(C).

{Demonstratia este cea data in propozitia 2}.

Observatia 6. Fie G=(V,E) un graf conex si incomplet. Daca A este
multime slaba atunci A+#V .

{ 4 multime slaba si G conex rezultd A=V, altfel N, (4A)=D,V -A=,
adicd N (4A)=V —-A4}.

Fie G un graf conex si Ws={A: A multime slaba in G}.

Observatia 7. Fie G=(V,E) un graf conex. Wg are cel putin un

element daca si numai daca G nu-i complet.
{Dacd G nu este complet atunci 3 velV(G) astfel incat N (4) =V —A4.

Deci {v} este multime slaba, adica {v}eW,. Aratdm implicatia inversa.
Presupunem ca existd 4 multime slabd in G. Atunci N;(4)#V —A. Deci
N,(A)# . Deci Ja e A3be N,(A) astfel incit ab ¢ E(G) . Deci G nu este
complet. }

Fie W) ={A| AeW,, A maximala in raport cu incluziunea }.

Mai numim componentele slabe ale unui graf G si frunze. Multimea
frunzelor o notdm cu Lg. Deci Lg = WC? .
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Remarca 8. Fie G=(V,E) un graf conex si incomplet. Dacd A€W,
atunci A este cutset (multime separatoare) in G .

{fin G-4,R=N(4) si N sunt multimi nevide de varfuri total
neadiacente}

Remarca 9. Fie G=(V,E) un graf conex si incomplet. Dacd A€W,
atunci N;(A) este cutset (multime separatoare) in G.

{in G-4,R=N(4) si A sunt multimi nevide de varfuri total
neadiacente}

Demonstratia datd in propozitia 3. oferd un algoritm polinomial

pentru construirea unei descompuneri slabe pentru un graf conex si
incomplet.

Algoritm de descompunere slaba a unui graf

Input: Un graf conex si cu cel putin doud varfuri neadiacente,
G=(V,E) .

Output: O partitie V=(A,N,R) astfel incat G(A) conex, N=N(A),
ANR = N(4) .

begin
A := o multime arbitrard de varfuri astfel incat
AUN(A) =V
N:=N(2)
R=V-A4AUN(A)
while (dneN,dJre R astfel incadt mre¢ E) do
A=A0{n}
N=(N—-{n)U(Nm)AR)
R:=R-(N(n)NR)
end.

Se observa ca [4]¢ este conex, N=Ng(4), R # este un invariant al
algoritmului.

Consecinta 10. Daca G este conex §i cu cel putin doua varfuri
neadiacente si AW, atunci
a(G) = max{a([4];) + a(Ng(4),a(Ng(4) U A)}.
{Intr-adevir, orice multime stabili de cardinal maxim ori intersecteaza
]\_/G(A) si atunci are cardinalul a([A]G)Jra(]\_/G(A)) ori nu intersecteaza
N, (A) si atunci are cardinalul a(N_[A]).}
Observatia 11. Daca G este un graf conex cu a(G) =2 atunci A este

clica si R este clica, pentru orice descompunere slaba (A,N,R) a lui G cu
Aew].

114



{2=a(G)za([A])+a(R])21+1=2.}.
In continuare reamintim urmitorul rezultat.
Lema 12.
Daca G este un graf conex, C este cutset, Ki,K»,...,.K, (p>2) sunt
componentele conexe ale lui G-C atunci:
i) NK)cC\Vi=l,..,p;
(ii)  C este cutset minimal daca §i numai daca N(K,)=C,Vi=1,...,p
In incheierea acestei sectiuni caracterizam grafurile G cu proprietatea
A~ N ,unde (4,N,R) este descompunere slaba.
Fie G=(V,E) un graf, X cV si ke N’ .
Numim vecindtatea de ordin k a lui X, multimea
NE(X) :{ alag X,3 un drum indus in G, P, de lungime £ de la xe X la
a astfel incat V(P)n X ={x} }.
Evident,
Ny, (4) = Ny(4).
Lema 13.
Fie G conex si (A,N,R) o descompunere slabd cu AeW,. Atunci

N (R)=O dacd si numai dacd A~ N .
Demonstratie.
Fie N)(R)= . Presupunem, totusi, ci Jac 4 si ne N cu aNn .

Deoarece [A4\ {n}] este conex atunci 3 un drum P de lungime > 2 de la a la

n. Intrucat N ~ R si RN 4 atunci P’, obtinut din P la care adiugim muchia
nr(VreR), este un drum indus iIn G de lungime > 3. Obtinem ca

N.(R)#J, o contradictie.

Dacda A~ N, avand si N ~ R rezultd cad pentru Vr e R, nu existd
drum indus de lungime > 3 cu o extremitate in 7 si restul varfurilor in V-R.

Deci N)(R) =D .

8.3. Teorema celor patru culori

Teorema celor patru culori (cunoscuta si sub numele de teorema de
colorare a hartii cu ajutorul a patru culori) afirma urmatoarele: fiind dat un
plan separat in regiuni, regiunile pot fi colorate folosind nu mai mult de patru
culori, astfel incat doud regiuni adiacente nu sunt colorate cu aceeasi culoare.
Doud regiuni se numesc adiacente doar dacd ,impart” un segment de
»granita”.

Teorema celor patru culori a fost prima teorema majora ce a necesitat
computerul pentru a fi demonstratd, iar aceastd demonstratie nu este
acceptatd de toti matematicienii deoarece ar fi omeneste imposibil de
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demonstrat un astfel de lucru. In ultimi instantd, pentru a da crezare
demonstratiei, trebuie sd se increada in corectitudinea compildrii §i a
executiei hardware.

Istoric

Se ridica problema folosirii a cinci sau mai multe culori.

In anul 1890, Heawood a demonstrat ci toate grafurile planare sunt
cinci-colorabile.

Intre 1960 si 1970 matematicianul german Heinrich Heesch a
dezvoltat metode de utilizare a calculatorului in scopul gésirii acelei
demonstratii atat ravnite.

Nu mai devreme de anul 1976 s-a demonstrat ipoteza celor patru
culori a lui, de catre Kenneth Appel si Wolfgang Haken la Universitatea din
Illinois. Au fost asistati, in ceea ce priveste algoritmica, de John Koch.

Daca s-ar fi intamplat ca ipoteza privind cele patru culori sa fie falsa,
ar fi existat cel putin o hartd cu cele mai putine regiuni posibile care sa
necesite cinci culori pentru colorare. Demonstratia a ardtat ca un astfel de
contraexemplu minimal nu poate exista.

Odatd cu demonstratia teoremei, au fost elaborati algoritmi eficienti

de 4-colorare a hartilor, necesitand doar O(nz) timp de rulare, unde n

reprezintd numarul de noduri. In anul 1996, Neil Robertson, Daniel P.
Sanders, Paul Seymour si Robin Thomas au creat un algoritm cu timpul
patratic.

In anul 2004 Benjamin Werner si Georges Gonthier au formalizat o
demonstratie a teoremei.

Determinarea suficientei folosirii a trei culori in colorarea optima a
unei harti, este de complexitate NP, ceea ce indicad faptul cd nu vom avea o
(posibil ne-planar) are de asemenea complexitatea NP.

Expunere formala in teoria grafurilor

Pentru a expune formal teorema, este mai simplu sd o reformuldm in
teoria grafurilor. Teorema afirmd ca varfurile fiecarui graf planar pot fi
colorate cu ajutorul a cel mult patru culori, astfel ca doud varfuri adiacente
oarecare sd nu aiba aceeasi culoare. Sau, pe scurt: ,,orice graf planar este
patru-colorabil”. In cazul acesta, fiecare regiune a hartii este inlocuita cu un
varf, iar doud varfuri sunt conectate prin intermediul unei muchii daca si
numai daca regiunile corespunzatoare ,,impart” un segment de granita.

Generalizari

S-ar putea pune problema colordrii suprafetelor ce nu sunt neaparat
plane. Problema corespunzatoare sferei este echivalentd cu cea din plan.
Pentru suprafetele inchise (orientate sau neorientate), de clasd pozitiva,

116



numarul maxim p de culori necesare depinde de caracteristica Euler y a

suprafetelor conform formulei:
7+49-24y
2

unde parantezele indicd partea intreagd a functiei. Singura exceptie in ceea ce
priveste aceastd formula o reprezinta ,,sticla lui Klein”, a carei caracteristica
a lui Euler are valoarea 0 si necesitd 6 culori. Aceasta a fost denumita initial
ipoteza Heawood, fiind demonstrata ca si Teorema colorarii hartii de catre
Gerhard Ringel 51 J. T. W. Youngs in anul 1968.

Alternativ, pentru o suprafatd orientatd, formula poate depinde de
parametrul g (parametru ce caracterizeaza clasa (genul) suprafetei):

7+41+48¢g

2

2

p:

8.3.1. Colorarea grafurilor

In teoria grafurilor, colorarea grafurilor consti in atribuirea de
,culori” varfurilor unui graf astfel ca oricare doua varfuri adiacente sa nu
aiba aceeasi culoare. In mod analog, colorarea muchiilor consti in
atribuirea unei culori fiecdrei muchii in parte, astfel incat oricare doua
muchii incidente sa nu aiba aceeasi culoare, iar colorarea fetelor unui graf
planar atribuie o culoare fiecdrei fete in parte, tindndu-se cont de faptul ca
oricare doud astfel de fete, ce au o ,,frontierd” comund, nu pot avea aceeasi
culoare.

O 3-colorare este suficientd acestui graf, insa, daca s-ar folosi mai putine
culori ar rezulta noduri (varfuri) adiacente de aceeasi culoare.

Gasirea numarului minim de culori necesare colorarii unui graf
oarecare are dificultate NP

8.3.2. Colorarea varfurilor

O colorare ce foloseste cel mult k& culori se numeste k-colorare si
este echivalentd cu problema partitiondrii multimii varfurilor in £ sau mai
putine multimi independente. Problema colorarii grafurilor si-a gasit
aplicatii, cum ar fi in planificarea calendaristica, inregistrarea alocarilor in
compilatoare, distributia frecventelor radiourilor mobile, respectiv
compatibilitatea modelelor.
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8.3.3. Numairul cromatic
Cel mai mic numar de culori necesare colorarii unui graf se numeste
numarul cromatic y corespunzator. De exemplu, numarul cromatic al unui

graf complet K, cu n varfuri (un graf cu o muchie intre oricare doud
varfuri), este (K, )=n.

Un graf caruia 1i poate fi atribuitad o k-colorare (corespunzatoare) este
k-colorabil, si este k-cromatic dacd numarul sau cromatic este chiar k.

Problema gésirii unei colorari minime a unui graf are o dificultate-
NP. Problema deciziei corespunzatoare (existd o colorare care foloseste cel
mult k£ culori?) are o complexitate de ordinul NP, reprezentand, la origine,
una din cele 21 de probleme ale lui Karp NP-complete. Radmaéane
NP-completa chiar si in cazul grafurilor planare de grad cel mult 4, aga cum
a fost demonstrat de cdtre Garey si Johnson in 1974, chiar dacd in cazul
grafurilor planare este triviald (n. demonstratia) pentru A>3 (acest lucru
datorandu-se teoremei celor patru culori). Exista, totusi, unii algoritmi de
aproximare eficienti, care folosesc programarea semidefinita.

Proprietiti ale y(G):

1. %(G)=1 daca si numai daca G este total neconex.

2. x(G) > 3 daca si numai daca G are un ciclu impar (echivalent, daca
G nu este bipartit).

3. w(G) = o(G).

4. y(G)<AG)FI.

5. x(G) £ A(G) pentru G conex, doar dacd nu cumva G este un graf
complet sau un ciclu impar (Teorema lui Brook).

6. x(G) <4, pentru orice graf planar G. Acest faimos rezultat este numit
Teorema celor patru culori.
Aici, A(G) reprezintd gradul maxim, iar a)(G), numarul clica.

8.3.4. Aspecte algoritmice

Colorarea optimala

Colorarea varfurilor, in general, este o problema NP-completa. In loc
sd cerem cel mai mic numar culori necesare colorarii unui graf, putem sa
ridicdm probleme mult mai simple, cum ar fi ,,Putem colora graful cu cel
mult & culori?”.

Cazul corespunzator lui k = 2 este echivalent determinarii bipartitiei,
respectiv a non-bipartitiei grafului. Aceasta se poate realiza intr-un timp de
ordin polinomial. Pentru k£ >3 problema este NP-Completd. Existd un
rezultat remarcabil, al lui Laszlo Lovasz, care enuntd cad este permis si se
afirme cd numarul cromatic al unui graf perfect implica timpul polinomial.
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Algoritmi predefiniti
Algoritmii de colorare pot fi divizati in doua categorii:

v Algoritmi optimali de colorare (de exemplu, Algoritmul lui Zykov,
metoda ramificarii §i marginirii, etc. )

v Algoritmi care nu asigurd un rezultat cu cele mai putine culori
posibile. In aceasta categorie se pot incadra algoritmii secventiali,
algoritmii  euristici, algoritmi  globali  aleatori,  algoritmi
metaeuristici, respectiv algoritmii genetici.

8.3.5. Algoritmul Welsh — Powell

Algoritmul Welsh-Powell de colorare a grafurilor foloseste o
imbunatatire euristica a unui algoritm greedy. Se demonstreaza usor cd o
astfel de abordare foloseste cel mult A(G)+1 culori, unde A(G) este gradul

maxim al grafului. Algoritmul este urmatorul:

1. Sortarea nodurilor in ordine descrescatoare a gradului,
initial considerandu-se toate nodurile necolorate.
2. Traversarea (Parcurgerea) nodurilor in ordine, atribuindu-i

unui nod culoarea 1 daca este necolorat si nu are vecini
colorati cu aceeasi culoare.
3. Se repeta acest proces si in cazul culorilor 2, 3, etc. pana
cand toate varfurile vor fi fost colorate.
Acest algoritm nu gaseste neaparat o colorare ;((G)

8.3.6. Polinomul cromatic
a unui graf , utilizand un numar prestabilit de culori.

Polinomul cromatic este o functie P(G,t) ce contorizeaza numarul
t-colordrilor lui G. Asa cum indicd si numele, pentru un graf G dat functia
este intr-adevar polinomiala in ¢.

Polinomul cromatic contine cel putin la fel de multe informatii legate
de colorabilitatea lui G ca si numarul cromatic.

Intr-adevir, y este cel mai mic intreg pozitiv care nu este radacini a
polinomului cromatic,

27(G)=min{k : P(G, k) > 0}

A fost folosit pentru prima datd de catre Birkhoff si Lewis in
demersul lor impotriva teoremei celor patru culori.

A ramas o problemd nerezolvati, in ceea ce priveste eficienta
caracterizarii grafurilor ce au acelasi polinomul cromatic.
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Exemple

Graful Petersen are numarul cromatic 3

Polinomul cromatic pentru grafurile

K; 1(t-1)(t-2)
Graful complet K, H(t-1)(t-2)...(t-nt1)
Arbore cu n noduri Ht-1)""
Ciclul C, 1)+ (-1)"(-1)
Graful Petersen 1(t-1)(t-2)(1'-126° + 67-230¢* + 529£-8147 + 7751-352)
Proprietati
e P(G,0)=0

e P(G,1)=0 daca G contine o muchie

e P(G,)=0,dacar<y(G).

e P(G,— 1) este numarul orientarilor aciclice ale lui G

e Daca G are n noduri, m muchii, si kK componente G,Ga,...,Gi, atunci
o P(G.,t) are gradul n.

Coeficientul lui #* in P(G,¢) este 1.

Coeficientul lui 7~ ' in P(G,f) este — m.

Coeficientii corespunzatori : to,tl, A

Coeficientul lui ¢* este diferit de zero.

o P(G,t) = P(G1,H)P(Ga,1)-+P(Gp,t)
e Coeficientii fiecdrui polinomul cromatic in parte alterneaza in ceea ce
priveste semnele.
e Un graf G cu n varfuri este arbore daca si numai daca
PG =tt—1)""".
e Derivata evaluatd in 1, P'(G,1), reprezinta invariantul cromatic 0(G).

sunt toti zero.

o O O O

Calcularea polinomului cromatic

De fiecare datd cand G contine o bucla, acesta nu poate fi colorat,
astfel ca P(G,1)=0.

Daca e nu este o bucla, atunci polinomul cromatic satisface relatia de
recurenti P(G,t)= P(G—e,t)— P(G/e,t) unde G — e reprezinta graful G
din care a fost inlaturatd muchia e, iar G / e reprezinta graful pentru care
nodurile finale ale muchiilor sale sunt contractate intr-un singur varf.

Cele doua expresii dau nastere unei proceduri recursive, numita
(n.procedura) algoritmul suprimare (stergere) — contractare.

120



