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CUVÂNT ÎNAINTE 
 
 
 

 Lucrarea de faţă, prevăzută să apară în trei volume, are la bază prelegerile 
din cadrul cursului de FENOMENE DE TRANSFER predat studenţilor din anul 
III ingineri, cursuri de zi, specializarea Tehnologia şi Controlul Calităţii Produselor 
Alimentare. 
 Disciplina FENOMENE DE TRANSFER a fost introdusă în planul de 
învăţământ al specializării TCCPA cu scopul de a “pregăti terenul” pentru 
disciplinele care asigură viitorilor specialişti din industria alimentară aprofundarea 
cunoştinţelor în domeniul ingineriei proceselor fizice, chimice şi biochimice. 

Plasat temporal după studiul calculului diferenţial şi integral, al fizicii şi al 
chimiei fizice, şi înainte de studiul operaţiilor unitare, aparatelor, utilajelor şi 
tehnologiilor din industria alimentară, cursul de FENOMENE DE TRANSFER 
reprezintă primul contact pe care studenţii îl au cu ingineria chimică (ne place sau 
nu, inginerul de industrie alimentară este şi va rămâne probabil, un inginer chimist 
specializat în domeniul cercetării, conceperii, producerii, prelucrării, dezvoltării şi 
optimizării produselor alimentare). 

Acest curs are rolul de a introduce noţiunile de bază referitoare la 
transferul şi transportul de proprietate: impuls (moment, cantitate de mişcare), 
energie (căldură), masă. Abordarea într-o concepţie unitară a fenomenelor de 
transfer permite ulterior un studiu sistematic al operaţiilor unitare din industria 
alimentară şi al proceselor de transformare, chimice sau biochimice, suferite de 
materiile prime în procesele tehnologice de prelucrare până la produse alimentare 
sau conexe. 

 
 

  
Lucrarea a fost structurată în trei volume: 
 

 Volumul I conţine noţiunile de bază referitoare la analiza dimensională şi 
teoria similitudinii precum şi problematica transferului de impuls: noţiuni de 
reologie, tipuri de fluide, statica şi dinamica fluidelor, curgeri în sisteme omogene 
şi eterogene.  

 Volumul II  tratează problemele legate de transferul termic, transferul de 
masă, precum şi analogia dintre fenomenele de transfer. În final se fac o serie de 
referiri la posibilităţile de intensificare a proceselor de transfer. 



 

 
IV

 Volumul III  vine în completarea primelor două cu o selecţie de aplicaţii 
practice, parte rezolvate integral, parte propuse ca exerciţiu pentru seminarii şi 
pregătirea individuală a studenţilor. Aplicaţiile practice completează şi 
aprofundează latura teoretică a expunerii, rezolvarea lor familiarizându-i pe 
studenţi cu calculele de ingineria proceselor fizice şi chimice.  
 

 
 
Având în vedere publicul căruia îi este destinată lucrarea, s-au accentuat o 

serie de subiecte (proprietăţi reologice ale corpurilor, fluide nenewtoniene şi 
comportarea specifică a acestora în curgere şi în procesele de transfer de căldură şi 
de masă), în detrimentul unor subiecte de interes mai restrâns. Nefiind vorba despre 
o lucrare de cercetare ştiinţifică, citarea în text a surselor bibliografice primare a 
fost intenţionat neglijată, preferându-se enumerarea, la sfârşitul fiecărui capitol, a 
unor lucrări de referinţă pe baza cărora se poate aprofunda tematica abordată în 
respectivul capitol. 
 Deşi este dedicată în primul rând studenţilor care se specializează în 
ingineria produselor alimentare, lucrarea este utilă şi studenţilor de la alte 
specializări din domeniul ingineriei chimice şi biochimice, precum şi studenţilor de 
la secţiile de utilaj tehnologic în industrii de proces. 
 Convins fiind de imperfecţiunea lucrării, dar şi de faptul că o ediţie 
ulterioară ar putea fi mult îmbunătăţită, autorul rămâne deschis oricăror sugestii 
referitoare la subiectele abordate şi la modul de tratare al acestora. 
 
 
Septembrie 1999, Bacău           dr. ing. Lucian Gavrilă 
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1. INTRODUCERE 
 
 

Industriile de proces (industria chimică, industria petrochimică, 
industria metalurgică, industria alimentară, industria farmaceutică, industria 
celulozei şi hârtiei, etc.) sunt industrii bazate pe procese tehnologice în 
urma cărora materiile prime (naturale, artificiale sau sintetice) sunt 
transformate, printr-o succesiune de procese mecanice, fizice, chimice şi 
biochimice, în produse finite comercializabile sau în semifabricate utilizate 
drept materii prime în alte ramuri prelucrătoare. Un proces tehnologic, oricât 
de complex, poate fi descompus într-o succesiune de procese componente 
distincte, în care materialele intrate suferă modificări de formă şi/sau 
dimensiuni (procese mecanice), de presiune, temperatură, concentraţie, stare 
de agregare (procese fizice), sau de specii moleculare (procese chimice şi 
biochimice). Procesele mecanice, fizice, chimice (biochimice) componente 
au loc în utilaje denumite respectiv maşini, aparate, reactoare (bioreactoare). 
Ordonarea liniară reprezentată grafic sau numai mental, a proceselor 
(operaţiilor) de la intrarea în sistem a materiilor prime şi până la ieşirea din 
sistem a produselor finite poartă denumirea de flux tehnologic. 
Reprezentarea grafică a proceselor care alcătuiesc fluxul tehnologic poartă 
denumirea de schemă tehnologică (schemă bloc) a procesului tehnologic. 

Fig. 1.1. Schema bloc a unui proces tehnologic 
 

Aceasta (fig. 1.1) are la bază principiul cutiei negre, fiecare proces 
fiind reprezentat printr-un dreptunghi în care intră şi din care ies fluxuri de 
materiale şi/sau energie. Dacă în locul proceselor componente sunt schiţate 
utilajele cu care se realizează operaţiile procesului tehnologic, se obţine 
schema instalaţiei sau schiţa tehnologică  a instalaţiei. În aceasta, utilajele 
sunt reprezentate fie prin simboluri convenţionale (fig. 1.2), fie prin forma 
lor caracteristică simplificată. Nu există reguli generale pentru alcătuirea 
unei schiţe tehnologice: în unele cazuri se preferă schiţe simple, în altele, 
dimpotrivă, schiţa trebuie să fie cât mai completă, conţinând şi valorile 

 
Materie 
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primă 2 

PROCES 
MECANIC 1

PROCES 
MECANIC 2

PROCES 
FIZIC 1

PROCES 
(BIO)CHIMIC

PROCES 
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PROCES 
FIZIC 3

PROCES 
MECANIC 3 

PRODUS FINIT 
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prescrise ale parametrilor tehnologici principali (debite, concentraţii, 
temperaturi, presiuni), respectiv regimul tehnologic al instalaţiei schiţate. 

Fig. 1.2. Simboluri convenţionale utilizate în schiţele tehnologice 
 

În fig. 1.3. este redată schema bloc a procesului de obţinere a 
concentratelor proteice din zer, iar în fig. 1.4 este redată schema instalaţiei 
de obţinere a proteinelor din zer prin procedeul Centri-Whey (Alfa-Laval).  

Analizând schemele din fig. 1.3 şi 1.4, se pot observa următoarele: 
> într-un proces tehnologic există relativ puţine procese chimice 

(biochimice) majoritatea proceselor fiind de natură fizică sau mecanică; 
> puţine operaţii sunt strict specifice unui anumit proces tehnologic (ex: 

tăierea tăiţeilor de sfeclă la fabricarea zahărului); 

 

pompa
centrifuga compresor decantor centrifuga

filtranta

filtru electric
preincalzitor racitor schimbator de caldura

cu fascicul tubular

evaporator coloana cu umplutura vas cu agitator
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Reglare pH

Incalzire directa
cu abur Reglare pH

Racire

Centrifugare

Concentrare

Uscare

ZER

CONCENTRAT PROTEIC

Sol.
reziduala

 
Fig. 1.3. Schema bloc a procesului de obţinere a concentratelor 

proteice din zer 

Fig. 1.4. Schema instalaţiei de obţinere a proteinelor din zer prin 
procedeul Centri-Whey (Alfa-Laval) 

 
> marea majoritate a proceselor fizice şi mecanice sunt comune multor 

procese tehnologice asemănătoare sau total diferite (ex: filtrarea, 
centrifugarea, concentrarea, uscarea, etc. Întâlnim procesul de 
concentrare prin evaporare atât în procesul de fabricare a zahărului 
dar şi în tehnologia fabricării acidului fosforic, a unor îngrăşăminte 
minerale (azotat de amoniu, uree) în procesele de recuperare a 
sulfatului de amoniu de la fabricarea caprolactamei, în procesele de 

Zer

Abur

CONCENTRAT
PROTEIC

1

2 2 2

3

4 4

5

6 7

1 - rezervor intermediar; 2 - schimbator de caldura cu placi; 3 - injector; 4 - celula
tubulara de mentinere; 5 - rezervor de acid; 6 - clarificator centrifugal; 7 - rezervor
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regenerare a leşiilor reziduale de la fabricarea celulozei, în unele 
procese hidrometalurgice, la fabricarea hidroxidului de sodiu, în 
tehnologia sărurilor minerale, în fabricarea medicamentelor etc.); 

> există puţine utilaje specifice unui singur proces tehnologic ( ex: 
tăietoare de sfeclă, cojitoare de lemn), majoritatea utilajelor intrând în 
componenţa instalaţiilor multor procese tehnologice (ex: filtre, 
evaporatoare, schimbătoare de căldură, uscătoare, coloane de distilare, 
etc.). 

Cele câteva zeci de operaţii unitare care alcătuiesc marea 
majoritate a fazelor proceselor tehnologice din industriile de proces au la 
bază trei procese fundamentale principale: transferul de impuls (moment, 
cantitate de mişcare), transferul de căldură (de energie termică), transferul 
de masă (cantitate de substanţă). Pe lângă acestea, într-un proces tehnologic 
există şi o serie de operaţii de natură mecanică: depozitarea şi transportul 
materialelor solide, dozarea materialelor granulare, mărunţirea şi clasarea 
(cernerea) materialelor solide. Principalele operaţii unitare grupate pe 
criteriul proceselor fundamentale, sunt redate în fig. 1.5.  

•depozitarea si transportul solidelor
•dozarea materialelor granulare
•maruntirea materialelor solide
•clasarea (cernerea)

•transportul lichidelor
•comprimarea si transportul gazelor
•amestecarea (agitarea)
•sedimentarea
•filtrarea
•centrifugarea

•incalzirea si racirea
•fierberea si condensarea
•vaporizarea (conc. solutiilor)

•uscarea
•cristalizarea si sublimarea
•distilarea si rectificarea
•adsorbtia
•absorbtia
•extractia

OPERATII
MECANICE

OPERATII
HIDRODINAMICE

(cu transfer de impuls)

OPERATII TERMICE
(cu transfer de caldura)

OPERATII
DIFUZIONALE

(cu transfer de masa)
 

Fig. 1.5. Clasificarea operaţiilor unitare 
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După cum se observă multe operaţii unitare sunt manifestări ale mai 
multor procese fundamentale. În majoritatea cazurilor unul din aceste 
procese fundamentale este dominant; principiul dominant se poate schimba 
în condiţiile cazurilor concrete. 

Studiul operaţiilor unitare a evoluat către forme superioare de 
sistematizare şi sinteză: în locul studierii celor câteva zeci de operaţii unitare 
se studiază cele trei procese fundamentale de transfer, insistându-se asupra 
mecanismului acestora, asupra fenomenelor din stratul limită, asupra 
înţelegerii mai profunde a cauzelor şi efectelor primare care motivează şi 
explică particularităţile şi utilitatea fiecărei operaţii unitare. 

La ora actuală, tendinţa este de a îngloba toate fenomenele de 
transfer într-o concepţie unitară a fenomenului general de transport. 
Această tendinţă este justificată prin analogia formală (asemănarea 
structurală a ecuaţiilor diferenţiale care le descriu) între procesele 
fundamentale.  
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2. SIMILITUDINE ŞI ANALIZĂ DIMENSIONALĂ 
 

Analiza dimensională este ansamblul de cunoştinţe şi metode pentru 
tratarea unor probleme de inginerie de proces, utilizând formulele 
dimensionale ale mărimilor fizice. Principalele aplicaţii ale analizei 
dimensionale sunt: convertirea unităţilor de măsură dintr-un sistem în altul, 
verificarea ecuaţiilor pe baza omogenităţii dimensionale, stabilirea formei 
generale a ecuaţiilor. 
 
 
2.1. VERIFICAREA ECUAŢIILOR PE BAZA OMOGENITĂŢII 

DIMENSIONALE 
 

Analiza dimensională se bazează pe principiul conform căruia orice 
ecuaţie sau relaţie între variabile trebuie să fie dimensional consistentă 
(fiecare termen al ecuaţiei trebuie să aibă aceleaşi dimensiuni). Dacă, de 
exemplu, o ecuaţie constă dintr-un număr de termeni, fiecare reprezentând 
lungimi, toţi aceşti termeni vor trebui să aibă dimensiunile unei lungimi. Nu 
este permisă adunarea lungimilor cu, să zicem, viteze. Corolarul acestui 
principiu este că dacă întreaga ecuaţie este împărţită la oricare din termenii 
săi, toţi termenii rămaşi în ecuaţie vor trebui să fie adimensionali. Utilizarea 
grupurilor sau numerelor adimensionale este de o importanţă deosebită în 
tratarea problemelor ingineriei de proces. 

Deoarece ecuaţiile fizice trebuie să fie valabile în orice sistem 
coerent de unităţi de măsură, verificarea lor dimensională poate fi făcută în 
orice sistem coerent de unităţi de măsură. 

 
Exemplu 
Să se găsească unitatea de măsură în SI a coeficientului global de 

transfer de căldură, K. 
Fluxul termic transferat în regim staţionar între două fluide 

despărţite printr-un perete este dat de relaţia: 

mTAKQ ∆⋅⋅=          

Semnificaţiile notaţiilor şi unităţilor de măsură (în SI) sunt: 
Q - cantitatea de căldură transferată, J/s; 
A - aria suprafeţei de transfer de căldură, m2; 
∆Tm - potenţialul mediu al transferului termic, K (kelvini); 
K - coeficientul global de transfer de căldură, ?. 

Pentru ca ecuaţia să fie dimensional consistentă, trebuie ca produsul 
KA∆Tm să aibă dimensiunile unui flux termic (J/s), deci: 
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Coeficientul global de transfer termic se va exprima, în SI, în W.m-2.K-1. 
 
 Aplicaţia 2.1. 
 Să se determine unitatea de măsură SI a presiunii hidrostatice. 
  

Aplicaţia 2.2. 
 Să se determine unitatea de măsură a coeficientului de frecare λ din 
ecuaţia lui Fanning: 

   ρλ ⋅⋅⋅=∆
2

2v
d
LP  

ecuaţie care redă expresia pierderilor de presiune prin frecare, ∆P, la 
curgerea unui fluid de densitate ρ şi având viteza medie v printr-o 
conductă de diametru d şi lungime L. 

 
 
2.2. STABILIREA FORMEI GENERALE A ECUAŢIILOR 
 

Forma generală a unei ecuaţii fizice poate fi stabilită fie pe cale 
teoretică, prin aplicarea legilor de bază ale fizicii şi chimiei şi a aparatului 
matematic în studierea unui proces sau fenomen, fie pe cale experimentală 
în cazul studierii unor fenomene complexe sau în cazul obţinerii unor relaţii 
sau legi mai generale. Analiza dimensională este o metodă intermediară 
între metoda teoretică şi cea experimentală cu ajutorul căreia pot fi stabilite 
corelaţiile dintre mărimile care caracterizează un fenomen sau proces în 
termeni de numere sau grupuri adimensionale. 

Utilizarea analizei dimensionale în stabilirea formei ecuaţiilor fizice 
este posibilă datorită celor două proprietăţi de bază ale acestora: consistenţa 
(omogenitatea) dimensională şi invarianţa formei lor la trecerea dintr-un 
sistem (coerent) de unităţi de măsură în alt sistem (coerent) de unităţi de 
măsură. Este astfel posibilă organizarea mai multor mărimi care intervin 
într-o ecuaţie fizică într-un număr restrâns de grupuri (numere) 
adimensionale, valorile numerice ale acestor grupuri, în orice situaţie dată 
fiind independent de sistemul de unităţi de măsură utilizat (cu condiţia 
folosirii unui sistem  coerent). 

Aplicarea analizei dimensionale poate fi înţeleasă mai uşor dacă 
luăm în considerare următorul 
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Exemplu 
 S-a constatat experimental că diferenţa (căderea) de presiune, ∆P, 
între extremităţile unei conducte prin care curge un fluid este o funcţie de 
diametrul conductei, d, lungimea conductei, l, viteza fluidului, v, densitatea 
fluidului, ρ şi viscozitatea fluidului, µ. Ecuaţia căderii de presiune se poate 
scrie: 
  ( )µρ,,,,1 vldfP =∆             (2.1) 

Forma funcţiei este necunoscută dar întrucât orice funcţie poate fi 
dezvoltată într-o serie de puteri, funcţia poate fi privită ca suma unui număr 
de termeni, fiecare constând din produsul puterilor variabilelor luate în 
considerare. Cea mai simplă formă a unei astfel de relaţii va fi aceea în care 
se ia în considerare numai primul termen al seriei de puteri: 
  54321const nnnnn vldP µρ ⋅⋅⋅⋅⋅=∆            (2.2) 

Pentru ca ecuaţia (2.2) să fie dimensional consistentă este necesar ca 
termenul din membrul drept să aibă aceleaşi dimensiuni ca şi termenul din 
membrul stâng, deci va trebui să aibă dimensiunile unei presiuni. 
 Fiecare variabilă din ecuaţia (2.2) poate fi exprimată în termeni de 
masă (M) lungime (L) şi timp (T). Dimensional: 
 21 −− ⋅⋅≡∆ TLMP  Ld ≡   Ll ≡  
 1−⋅≡ TLv   3−⋅≡ LMρ  11 −− ⋅⋅≡ TLMµ  

şi: ( ) ( ) ( ) 54321 113121 nnnnn TLMLMTLLLTLM −−−−−− ⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅⋅≡⋅⋅  
 Condiţia consistenţei dimensionale trebuie să fie îndeplinită şi de 
către fiecare din variabilele fundamentale masă, lungime timp: 

pentru M: 541 nn +=+  
pentru L: 54321 31 nnnnn −−++=−  
pentru T: 531 nn −−=−  

Sistemul de 3 ecuaţii cu 5 necunoscute (n1 …n5) poate fi rezolvat în funcţie 
de oricare 2 din cele 5 necunoscute. Rezolvând în funcţie de n2 şi n5 
obţinem: 
  54 1 nn −=  (din ecuaţia în M) 
  53 2 nn −=  (din ecuaţia în T) 
Substituind expresiile lui n3 şi n4 în ecuaţia în L obţinem: 
  ( ) ( ) 55521 1321 nnnnn −−−−++=−  
sau:  5210 nnn ++=  
sau:  521 nnn −−=  
Revenind şi efectuând acum substituirile în ecuaţia (2.2) obţinem: 
  555252 12const nnnnnn vldP µρ ⋅⋅⋅⋅⋅=∆ −−−−  
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sau:  
52

const2

nn

vdd
l

v
P









⋅






⋅=

∆
ρ
µ

ρ
                     (2.3) 

Întrucât n2 şi n5 sunt constante arbitrare, ecuaţia (2.3) poate fi satisfăcută 
numai dacă termenii ∆P/(ρv2), l/d şi µ/(ρvd) sunt adimensionali. Pentru 
verificare se recomandă să se evalueze dimensiunile fiecăruia dintre 
grupurile de mai sus şi să se constate adimensionalitatea acestora. 
 Grupul vdρ/µ, cunoscut ca numărul Reynolds, este unul dintre cele 
mai frecvente în studiul curgerii fluidelor. Pe baza sa se poate aprecia tipul 
de curgere într-un spaţiu de geometrie dată. 

În termeni mai generali, ecuaţia (2.3) poate fi scrisă: 

 







=

∆
µ

ρ
ρ

vd
d
lf

v
P  , 22                          (2.4) 

Comparând ecuaţiile (2.1) şi (2.4) se constată că o relaţie între 6 variabile a 
fost redusă la o relaţie între doar 3 grupuri adimensionale. 
 
 
2.3. TEOREMA π A LUI BUCKINGHAM 
 

Această teoremă reprezintă o generalizare a exemplului prezentat 
anterior enunţându-se astfel: “O relaţie fizică în care intervin m mărimi şi 
constante dimensional poate fi exprimată ca o relaţie între i = m – n grupuri 
adimensionale, unde n reprezintă numărul de unităţi fundamentale ale 
sistemului de unităţi de măsură utilizat.” 
 În acest fel, o ecuaţie fizică de tipul: 
  ( ) 0,...,, 211 =mxxxf                               (2.5) 
se reduce la o ecuaţie de tipul: 
  ( ) 0,...,, 212 =if πππ                            (2.6) 
unde fiecare grup (număr) adimensional π depinde de maximum (n+1) 
mărimi şi constante dimensionale. Numărul grupurilor adimensionale π este 
egal cu (m-n), adică cu diferenţa dintre numărul m de mărimi fizice plus 
constante dimensionale care intervin în desfăşurarea fenomenului, şi 
numărul n de mărimi fundamentale implicate în unităţile celor m mărimi 
fizice şi constante dimensionale: 
n = 3 pentru fenomene mecanice (lungime, masă, timp); 
n = 4 pentru fenomene termice (lungime, masă, timp, temperatură); 
n = 4 pentru fenomene electrice (lungime, masă, timp, intensitatea 

curentului electric); 
n = 5 pentru fenomene termoelectrice (lungime, masă, timp, temperatură 

intensitatea curentului electric). 
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 Pentru găsirea funcţiei căutate, teorema π se aplică în modul 
următor: 

1. Se înşiruiesc toate mărimile fizice şi constantele dimensionale care – 
din consideraţii mecanice, termodinamice, etc. – se apreciază că 
influenţează fenomenul studiat; 

2. Se scrie formula dimensională pentru fiecare dintre mărimile fizice şi 
constantele dimensionale considerate la (1); 

3. Se aleg cele n mărimi fundamentale dintre mărimile fizice şi 
constantele dimensionale care intervin în problemă. Alegerea se face în aşa 
fel, încât  totalitatea mărimilor şi constantelor alese să conţină cel puţin 
odată toate mărimile fundamentale ale problemei. 

4. Se formează grupurile π1, π2, π3, …,πI, constând fiecare din produsul 
celor n mărimi alese la (3), plus câte una dintre celelalte mărimi şi 
constante; se asociază câte un exponent arbitrar fiecărei mărimi şi constante 
dimensionale din fiecare grup π. 

5. Se determină valoarea acestor exponenţi, punând condiţia ca fiecare 
grup π să fie adimensional. 
 

Exemplu 
Cu ajutorul teoremei π, să se găsească grupurile adimensionale care 

intervin în curgerea izotermă a fluidelor. Se apreciază că fenomenul este 
influenţat de mărimile prezentate în tab. 2.1. 

 
Tab. 2.1. Mărimi care influenţează curgerea fluidelor 

Mărime Simbol Formulă dimensională 
lungime l L 
viteza de curgere v LT-1 

densitatea fluidului ρ ML-3 

viscozitatea fluidului µ ML-1T-1 

căderea de presiune ∆P ML-1T-2 

acceleraţia gravitaţională g LT-2 
 

Sunt deci m = 6 mărimi fizice şi constante dimensionale şi n = 3 
mărimi fundamentale (M, L, T). Rezultă i = m – n = 3 grupuri adimensio-
nale π. Relaţia căutată, conform teoremei π, va fi: 
  ( ) const. ,, 321 =πππf                          (2.7) 
Pentru grupare, se aleg primele trei mărimi, l, v, ρ ca mărimi comune, la 
care se adaugă, pe rând, câte una din celelalte, toate afectate de exponenţii 
ai, bi, ci, di. 
  1111

1
dcba gvl ⋅⋅⋅= ρπ                   (2.8) 
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Dimensional, 
      [ ] ( ) ( ) ( ) ( ) ( )11111111111 23231

1
dbdcbacdcba TLMLTMLLTL −−+−+−−− ⋅⋅=⋅⋅⋅=π   (2.9) 

Pentru ca π1 să fie adimensional, este necesar ca exponenţii mărimilor 
fundamentale M, L, T să fie nuli, deci: 

  
02

03
0

11

1111

1

=−−
=+−+

=

db
dcba

c
                     (2.10) 

 Sistemul (2.10) de 3 ecuaţii cu 4 necunoscute se rezolvă în raport cu 
d1, considerat egal cu unitatea. Se obţine: a1 = 1; b1 = -2; c1 = 0; d1 = 1. 
Înlocuind în (2.8) rezultă: 

  Fr 2
1021

1 =
⋅

=⋅⋅⋅= −

v
glgvl ρπ                      (2.11) 

Grupul adimensional (lg)/v2 poartă denumirea de numărul (criteriul) lui 
Froude, simbolizat Fr. 
 În mod similar, 
  ( ) 2222

2
dcba Pvl ∆⋅⋅⋅= ρπ                     (2.12) 

  [ ] ( ) ( ) ( )22222222 23
2

dbdcbadc TLM −−−−++ ⋅⋅=π                   (2.13) 
Deoarece şi π2 este adimensional, se obţine sistemul: 

  
02

03
0

22

2222

22

=−−
=−−+

=+

db
dcba

dc
                     (2.14) 

Impunând d2 = 1, se obţine: a2 = 0; b2 = 2; c2 = -1; şi relaţia (2.13) devine: 

  ( ) Eu 2
120

2 =
⋅

∆
=∆⋅⋅⋅= −−

v
PPvl

ρ
ρπ                    (2.15) 

Grupul adimensional (∆P)/ρv2 poartă denumirea de numărul (criteriul) lui 
Euler, cu simbolul Eu. 
 În mod similar, 
  3333

3
dcba vl µρπ ⋅⋅⋅=                      (2.16) 

sau dimensional: 
  [ ] ( ) ( ) ( )33333333 3

3
dbdcbadc TLM −−−−++ ⋅⋅=π                    (2.17) 

Punând condiţia de adimensionalitate a lui π3 se obţine sistemul: 

  
0
0

03

33

33

3333

=+−
=−−

=−−+

dc
db

dcba
                     (2.18) 

Impunând d3 = 1, se obţine:  a3 = -1; b3 = -1; c3 = -1, iar relaţia (2.17) 
devine: 
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Re
1

1
111

3 =






 ⋅⋅
=⋅⋅⋅=

−
−−−

µ
ρµρπ lvvl                   (2.19) 

Grupul adimensional (ρvl)/µ poartă denumirea de numărul (criteriul) lui 
Reynolds, cu simbolul Re [vezi şi relaţia (2.4)]. 
 Formula generală a funcţiei care descrie curgerea fluidelor 
(depinzând doar de variabilele l, v, ρ, g, µ şi ∆P) are forma: 
  f(Fr, Eu, Re) = const                     (2.20) 
 
 Aplicaţia 2.3. 

 Să se găsească grupurile adimensionale ale ecuaţiei criteriale pentru 
transferul termic de la un fluid în convecţie forţată la peretele interior al 
unei conducte. Mărimile fizice care intervin în acest fenomen sunt redate 
în tab. 2.2. 

 
 Tab. 2.2.   Mărimi care influenţează transferul termic în convecţie forţată 

Mărime Simbol Formulă dimensională 
coeficient parţial de transfer 
termic 

α MT-3Θ-1 

căldura masică a fluidului Cp L2T-2Θ-1 

densitatea fluidului ρ ML-3 

conductivitatea termică a fluidului λ MLT-3Θ−1 

viscozitatea fluidului µ ML-1T-1 

viteza fluidului în conductă v LT-1 

diametrul conductei D L 
 
 În cazul în care numărul variabilelor m şi al mărimilor fundamentale 
n este mare, modul de stabilire a grupurilor adimensionale π prezentat 
anterior devine greoi, din acest motiv căutându-se, de la început, micşorarea 
numărului de variabile. 
 În cazul fenomenelor complexe, se poate ajunge la sisteme de ecuaţii 
algebrice cum sunt (2.10), (2.14), (2.18), dar cu mult mai multe ecuaţii şi 
necunoscute. În aceste cazuri, sistemele obţinute pot fi rezolvate folosind 
metoda lui Cramer. 
 
 
2.4. DEDUCEREA ECUAŢIILOR CRITERIALE DIN ECUAŢIILE 

DIFERENŢIALE ALE FENOMENELOR 
 

În cazul în care se cunoaşte ecuaţia diferenţială care descrie un 
fenomen sau un proces, aceasta poate fi utilizată pentru stabilirea grupurilor 
adimensionale (criteriilor de similitudine) care descriu fenomenul sau 
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procesul respectiv. Această metodă este de preferat, întrucât pe de o parte se 
pune în evidenţă semnificaţia fizică a grupurilor adimensionale, iar pe de 
altă parte se evită dificultăţile analizei dimensionale. Deducerea criteriilor 
de similitudine din ecuaţiile diferenţiale ale proceselor este deosebit de utilă, 
întrucât în majoritatea cazurilor aceste ecuaţii diferenţiale nu pot fi 
soluţionate analitic. 

 
Exemplu 
Se consideră ecuaţiile diferenţiale Navier-Stokes care descriu 

curgerea izotermă a unui fluid newtonian. Întrucât toate cele trei ecuaţii sunt 
de aceeaşi formă, este suficientă considerarea uneia dintre ele, cea pentru 
direcţia x: 

0
3
1

2

2

2

2

2

2

=







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−







∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

∂
∂

−

−
∂
∂

+−







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+
∂

∂

z
v

y
v

x
v

z
v

y
v

x
v

x

x
Pg

z
vv

y
vv

x
vv

t
v

xxxzyx

x
x

z
x

y
x

x
x

µµ

ρρρ
        (2.21) 

Ecuaţia (2.21) este omogenă, iar fiecare termen al său reprezintă o forţă 
raportată la unitatea de volum. Dacă din ecuaţie se omit semnele diferenţiale 
şi constanta numerică 1/3, se poate scrie  ecuaţia diferenţială generalizată: 

 [ ] 02

2

=



−



∆

+−







+





l
v

l
Pg

l
v

t
v µρρρ                    (2.22) 

                I           II         III       IV      V, VI 
în care l este o mărime liniară. Termenii V şi VI sunt identici şi din această 
cauză s-au scris împreună. Termenii I şi II sunt echivalenţi: înmulţind şi 
împărţind primul termen cu v, rezultă identitatea lor. În consecinţă, din 
ecuaţia (2.22) se pot obţine trei grupuri adimensionale independente. 
• Numărul Reynolds (II/V) reprezintă raportul dintre forţele inerţiale şi 

cele de viscozitate: 

  Re
V
II

2

2

===
µ

ρ
µ
ρ vl

lv
lv                     (2.23) 

• Numărul Froude (II/III) reprezintă raportul dintre forţele inerţiale şi 
cele gravitaţionale: 

  Fr
III
II 22

=
⋅

==
gl

v
g

lv
ρ

ρ                     (2.24) 

• Numărul Euler (IV/II), sau coeficientul de presiune, este raportul dintre 
presiune şi forţele inerţiale: 

  Eu
II
IV

22 =
∆

=
∆

=
v
P

lv
lP

ρρ
                    (2.25) 
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Ecuaţia criterială se scrie sub forma: 
  ( ) const Eu Fr, Re, =f                       (2.26) 
identică cu aceea a ecuaţiei (2.20) obţinută prin metoda analizei 
dimensionale. 
 
 Aplicaţia 2.4. 

 Să se deducă forma ecuaţiei criteriale care descrie transferul de 
căldură prin convecţie forţată, pornind de la ecuaţia diferenţială a energiei: 

  
02

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

−

−







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

t
Tc

z
T

y
T

x
T

z
Tv

y
Tv

x
Tvc

p

zyxp

ρλ

ρ
                     (2.27) 

 
 Aplicaţia 2.5. 

 Să se deducă forma ecuaţiei criteriale care descrie transferul de masă 
prin convecţie forţată, pornind de la ecuaţia diferenţială a difuziunii: 

02

2

2

2

2

2

=
∂
∂

+







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

+

+







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

t
C

z
C

y
C

x
CD

z
Cv

y
Cv

x
Cv zyx

                   (2.28) 

 
 Dezavantajul metodei de stabilire a ecuaţiilor criteriale din ecuaţiile 
diferenţiale constă în faptul că se neglijează unele variabile care nu apar în 
ecuaţia diferenţială ele neapărând nici în ecuaţia criterială. 
 
 Aplicaţia 2.6. 

 Folosind metoda analizei dimensionale, să se găsească ecuaţia 
criterială care descrie curgerea fluidelor, considerând că, pe lângă 
mărimile prezentate în tab. 2.1, intervine suplimentar asupra fenomenului 
şi tensiunea superficială σ, cu formula dimensională [MT-2]. 

 
 Câteva grupuri adimensionale (criterii de similitudine) mai frecvent 
întâlnite în operaţiile unitare caracteristice industriei alimentare şi 
biotehnologiilor sunt redate în tab. 2.3. La ora actuală sunt cunoscute câteva 
sute de astfel de criterii de similitudine. 
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Tab. 2.3. Criterii de similitudine uzuale 

Criteriul Expresie Criteriul Expresie 

Reynolds µ
ρvl

= Re  Nusselt 
λ
αl

=Nu  

Froude 2Fr 
v
gl

=  Grashof Tgl
∆⋅⋅= β

ν 3

3

Gr  

Euler 2Eu 
v
P

ρ
∆

=  Sherwood 
D
kl

=Sh  

Weber 
σ

ρ lvd
2

 We =  Schmidt Dρ
µ

= Sc  

Arhimede 
( )

3

3

Ar 
m

mmp gd
µ

ρρρ −
=  Stanton 

(termic) PrRe
NuSt termic ⋅

=  

Prandtl 
λ
µpc

=Pr  Stanton 
(difuzional) ScRe

ShStdifuzional ⋅
=  

 
 
2.5. SIMILITUDINE ŞI MODELE 
 

Similitudinea se ocupă cu relaţiile dintre sistemele fizice de diverse 
mărimi, în scopul transpunerii la scară mai mică sau mai mare a proceselor 
fizice, chimice şi biochimice. 

Legile obiective, fizice sau chimice, cunoscute sau (deocamdată) 
necunoscute care guvernează fenomenele pot fi deduse fie prin investigaţii 
experimentale directe, fie prin aplicarea unor raţionamente asupra unui 
model fizic. Un astfel de model reprezintă o simplificare şi o idealizare a 
fenomenului, în care sunt neglijate implicaţiile adiacente fenomenului. În 
funcţie de gradul  de complexitate al modelului ales, modelul reproduce cu o 
acurateţe mai mare sau mai mică fenomenul studiat. Ca exemple de modele 
fizice se pot menţiona: gazul ideal lichidul ideal, soluţia ideală, corpul 
absolut negru, etc. 
 Două fenomene (procese), M (model) şi P (prototip) sunt similare 
dacă ele sunt guvernate de aceleaşi legităţi şi dacă au condiţiile de 
univocitate  similare, respectiv îndeplinesc concomitent condiţiile de 
similitudine geometrică, similitudine a constantelor fizice, similitudine 
dinamică şi similitudine a condiţiilor la limită. 
 Similitudinea geometrică între model şi prototip este îndeplinită 
dacă: 

  Gn
M

n
P

M

P

M

P

M

P S
L
L

L
L

L
L

L
L

==⋅⋅⋅=== 2

2

1

1

0

0

                   (2.29) 
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 Similitudinea constantelor fizice între model şi prototip este 
îndeplinită dacă: 

  Kn
M

n
P

M

P

M

P

M

P S
C
C

C
C

C
C

C
C

==⋅⋅⋅=== 2

2

1

1

0

0

                   (2.30) 

 Similitudinea dinamică  între model şi prototip este îndeplinită 
dacă: 

  tn
M

n
P

M

P

M

P

M

P S
t
t

t
t

t
t

t
t

==⋅⋅⋅=== 2

2

1

1

0

0

                   (2.31) 

 Similitudinea condiţiilor la limită este îndeplinită dacă sunt 
îndeplinite condiţiile de similitudine geometrică, a constantelor fizice şi 
dinamică, la starea iniţială şi finală ale sistemelor model şi prototip. 
 În relaţiile (2.29) – (2.31) indicii M şi P se referă respectiv la model 
şi prototip, Lj, Cj şi tj reprezintă respectiv: dimensiuni, constante fizice, 
durate pentru parcurgerea traiectoriilor, iar SG, SK şi St reprezintă constante 
de similitudine geometrică, a constantelor fizice şi respectiv dinamică. 
 
 
2.6. CRITERII DE SIMILITUDINE 
 

Similitudinea între sisteme poate fi exprimată în termeni de rapoarte 
intrinseci ale parametrilor ce caracterizează sistemele. Aceste rapoarte 
poartă denumirea de criterii de similitudine sau invarianţi de 
similitudine. Dacă invarianţii de similitudine sunt rapoarte între două 
mărimi de aceeaşi natură – vezi ecuaţiile (2.29) – (2.31) – ei se numesc 
simplecşi de similitudine. Dacă invarianţii de similitudine sunt rapoarte 
între mai multe mărimi, ei poartă denumirea de multiplecşi de similitudine; 
criteriile Re, Eu, Fr, Nu, etc., sunt exemple de astfel de multiplecşi. 

Criteriile de similitudine sunt grupuri adimensionale iar valorile lor 
caracterizează sistemele similare. Criteriile de similitudine pot fi deduse: 
• cu ajutorul ecuaţiilor care descriu fenomenul; 
• cu ajutorul ecuaţiilor diferenţiale care descriu fenomenul (vezi exemplul 

de la pag. 13); 
• cu ajutorul analizei dimensionale (vezi exemplele de la pag. 8 şi 10). 
  Deducerea criteriilor de similitudine este uneori inutilă, de exemplu 
în cazul în care ecuaţiile diferenţiale ce descriu o clasă de fenomene pot fi 
soluţionate. În acest caz, comportarea unui sistem la orice scară, este direct 
calculabilă prin rezolvarea ecuaţiilor diferenţiale. Pentru fenomenele ale 
căror ecuaţii diferenţiale nu pot fi integrate, criteriile de similitudine se obţin 
direct din forma diferenţială a ecuaţiilor. Când ecuaţiile diferenţiale care 
descriu comportarea unui sistem sunt necunoscute, dar se cunosc variabilele 
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care îl pot influenţa, criteriile de similitudine se pot deduce cu ajutorul 
analizei dimensionale. 
 
 
2.7. ECUAŢII CRITERIALE 
 
 Criteriile de similitudine se exprimă sub forma unor funcţii în care 
variabilele şi constantele dimensionale sunt înlocuite cu criterii de 
similitudine. Aceste funcţii sunt funcţii criteriale: 
  ( ) const,...,, 21 =if πππ                     (2.32) 
Consideraţiile de analiză dimensională şi de similitudine conduc la formarea 
criteriilor de similitudine, dar nu furnizează informaţii asupra formei 
ecuaţiei (2.32). În majoritatea cazurilor, funcţiile criteriale pot fi puse sub 
forma unor ecuaţii criteriale: 
  ⋅⋅⋅⋅⋅⋅= cba

i k 321 ππππ                       (2.33) 
în care πI este criteriul de primă importanţă (determinant) pentru un anumit 
proces, criteriu ce conţine parametrul necunoscut ce urmează a fi calculat, 
iar criteriile π1, π2, π3, … sunt determinate, conţinând numai mărimi 
cunoscute. Coeficientul k şi exponenţii a, b, c, …, urmează a fi determinaţi 
pe cale experimentală. Astfel de ecuaţii criteriale sunt folosite pe larg în 
ingineria proceselor fizice, cu ajutorul lor rezolvându-se probleme 
importante referitoare la transferul de impuls, de căldură şi de masă. 
 
 
 
2.8. MODELE. SIMILITUDINE COMPLETĂ ŞI PARŢIALĂ 
 
 Una din problemele majore ale ingineriei de proces este transpunerea 
rezultatelor obţinute într-o instalaţie experimentală (modelul) la o altă scară 
–uzual mai mare – pentru proiectarea unei instalaţii industriale (prototipul). 
Transpunerea model – prototip (scale-up) se realizează cu ajutorul teoriei 
similitudinii (denumită uneori şi teoria modelelor) pe baza a trei teoreme 
generale: 
1. Dacă două fenomene fizice sunt similare între ele criteriile respective de 

similitudine au aceeaşi valoare numerică; 
2. Ecuaţiile care descriu fenomene fizice pot fi scrise în forma unor relaţii 

între criterii de similitudine; 
3. Pentru ca două fenomene să fie similare, este necesar şi suficient ca ele 

să fie calitativ identice (adică să fie descrise prin ecuaţii matematice 
identice – excepţie făcând constantele dimensionale conţinute în ele), iar 
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criteriile lor determinate (care conţin numai mărimile cunoscute) 
corespunzătoare să aibă valori numerice identice. 

 
Exemplu 

 Dacă un fenomen este reprezentat prin relaţia: 
  ( )dlf  Pr, Re, Nu =                      (2.34) 
condiţiile pentru existenţa similitudinii între modelul M şi prototipul P vor fi 
date de identităţile: 
  ( ) ( )PMPMPM dldl === ;PrPr;ReRe                   (2.35) 
Evident, dacă vor fi respectate condiţiile stabilite prin ecuaţiile (2.35), în 
mod automat va fi îndeplinită şi condiţia: 
  PM Nu Nu =                       (2.36) 
 
 Similitudinea absolută (ideală) între două sisteme (model şi 
prototip) va exista numai în condiţiile asigurării unei corespondenţe depline 
a tuturor dimensiunilor geometrice ale sistemelor implicate şi a tuturor 
mărimilor care variază în timp şi spaţiu, adică a proceselor care se 
desfăşoară în aceste sisteme. Noţiunea este abstractă, neexistând fenomene 
similare în toate detaliile. 
 Similitudinea completă este similitudinea acelor procese care se 
desfăşoară în timp şi spaţiu şi care determină în esenţă fenomenul studiat. 
În acest caz condiţiile de similitudine se referă numai la procesele sau 
fenomenele fundamentale, neglijându-se unele forţe a căror pondere este 
nesemnificativă asupra fenomenului studiat. De exemplu criteriul Fr se ia în 
considerare doar în cazul fluidelor în mişcare care prezintă una sau mai 
multe suprafeţe libere neorizontale, asupra cărora forţele gravitaţionale au o 
pondere însemnată în desfăşurarea procesului respectiv; criteriul Re nu 
intervine în condiţiile în care pierderea de presiune a unui fluid în curgere 
sub presiune printr-o conductă nu este dependentă de Re (curgere puternic 
turbulentă), etc. 
 Similitudinea parţială (incompletă) se realizează în cazul 
modelării incomplete fie datorită dificultăţilor de modelare fie datorită 
imposibilităţii realizării unei similitudini complete. 
 Să presupunem că similitudinea între două sisteme este condiţionată 
de identitatea simultană a trei criterii de similitudine: Re, Fr şi We. În aceste 
condiţii, dependenţele dintre viteza fluidului şi caracteristica geometrică vor 
fi de forma: 
  v ~  l-1  pentru criteriul Reynolds 
  v ~  l1/2  pentru criteriul Froude                  (2.37) 
  v ~  l-1/2 pentru criteriul Weber 
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Evident, viteza fluidului nu poate fi proporţională simultan cu l1 , l  şi cu 
l1  cele trei criterii de similitudine fiind incompatibile, făcând astfel 

imposibilă transpunerea la scară a procesului controlat simultan de cele trei 
criterii. 
 Chiar dacă similitudinea a două sisteme este controlată doar de 
identitatea simultană a numai două criterii (Re şi Fr; Re şi We; Fr şi We – 
de exemplu), pentru a putea respecta două din proporţionalităţile redate de 
relaţia (2.37) trebuie să se experimenteze în model cu fluide având 
viscozitatea diferită de aceea a fluidului care va fi utilizat în prototip. În 
acest caz, scara la care se va face transpunerea va fi limitată de existenţa 
unor fluide (ce se vor folosi în model) a căror viscozitate să fie de 10SG ori 
mai mică decât viscozitatea fluidului din prototip (SG reprezentând valoarea 
raportului geometric de scară) – dacă trebuie îndeplinite simultan 
identităţile: 
  ReP = ReM    şi    FrP = FrM                    (2.38)  
  

Aplicaţia 2.7. 
 Mişcarea unui fluid este reprezentată de ecuaţia criterială: 
  ( )Fr Re, Eu f=  
Se cere să se stabilească condiţiile pentru care acest proces poate fi 
modelat la scară de laborator. Dacă fluidul care va fi folosit în prototip este 
glicerina care va fi raportul  de transpunere la scară maxim realizabil, dacă 
fluidul utilizat în model este: a) glicerina; b) apa; c) eterul etilic (se 
consideră că atât în prototip, cât şi în model, procesul decurge la  293 K). 

  
Pentru ocolirea dificultăţilor sau incompatibilităţilor care pot 

interveni în transpunerea la scară se poate apela fie la folosirea domeniilor 
de automodelare, fie la folosirea distorsiunilor geometrice sau 
hidrodinamice. 

Prin domeniu de automodelare în raport cu un anumit criteriu se 
înţelege intervalul de variaţie a valorii criteriului respectiv în care 
modificarea valorii lui nu influenţează fenomenele a căror similitudine 
dinamică trebuie asigurată. De exemplu, în domeniul curgerii puternic 
turbulente, căderea de presiune la curgerea unui fluid printr-o conductă sau 
consumul de putere într-un agitator prevăzut cu şicane nu mai depind de 
asigurarea identităţii numerice pentru Re, ci numai de realizarea 
similitudinii geometrice a celor două sisteme (M şi P), evident cu asigurarea 
desfăşurării proceselor la valori Re mai mari decât limita inferioară la care 
începe regimul turbulent. 

Utilizarea distorsiunilor geometrice sau hidrodinamice înseamnă 
renunţarea la similitudinea geometrică şi/sau dinamică completă, cu 
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corecturile necesare (de regulă efectul unei distorsiuni este compensat prin 
introducerea unei alte distorsiuni) pentru realizarea transpunerii la scară. 

În unele cazuri, când dimensiunile modelului sunt mult diferite de 
cele ale prototipului procesul din model poate fi influenţat de mărimi fizice 
nesemnificative pentru desfăşurarea procesului în prototip şi viceversa, 
apărând aşa-numitele efecte de scară. De exemplu, efectele tensiunii 
superficiale sunt mult mai pronunţate în modelele de dimensiuni mici. 
Pentru eliminarea efectelor de scară se recomandă realizarea, pe cât posibil, 
a modelelor la dimensiuni cât mai apropiate de cele ale prototipului. 
 
 
2.9. AVANTAJE ŞI LIMITĂRI ÎN UTILIZAREA CRITERIILOR 

DE SIMILITUDINE 
 
 Utilizarea criteriilor de similitudine şi a ecuaţiilor criteriale prezintă 
o serie de avantaje importante, cum ar fi: 
• Un proces se poate transpune de la o scară la alta prin simpla păstrare a 

valorii numerice a criteriilor de similitudine. 
• Prin înlocuirea celor “m” variabile şi constante dimensionale din 

ecuaţiile obişnuite cu “m-n” criterii de similitudine din ecuaţiile 
criteriale, se micşorează (în general cu “n”) numărul variabilelor efective 
ale problemei. 

• Criteriile de similitudine fiind adimensionale, ele sunt independente de 
sistemul de unităţi de măsură în care se lucrează. 

Dintre limitările teoriei similitudinii se pot menţiona: 
• Analiza dimensională şi consideraţiile de similitudine nu furnizează 

direct ecuaţia criterială care descrie fenomenul oferind doar forma 
generală a funcţiei. Coeficientul k şi exponenţii a, b, c, … din ecuaţia 
(2.33) trebuie determinaţi experimental. 

• Transpunerea la scară a rezultatelor experimentale obţinute pe un model 
nu este întotdeauna posibilă, fie datorită incompatibilităţii unor criterii 
de similitudine fie datorită efectelor de scară, fie datorită restricţiilor 
referitoare la alegerea rapoartelor de scară. 

Cu toate dezavantajele sale, teoria similitudinii este la ora actuală 
indispensabilă în tratarea multor aspecte legate de fenomenele de transfer. 
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3. TRANSFERUL DE IMPULS 
 
 
3.1. NOŢIUNI GENERALE DESPRE FLUIDE. ELEMENTE DE 

REOLOGIE 
 
 Din punct de vedere macroscopic, corpurile materiale pot fi 
clasificate în corpuri solide şi corpuri fluide. 
 Solidele sunt corpuri cu dimensiuni şi forme bine definite, a căror 
principală caracteristică este rigiditatea. Aceste corpuri sunt obiect de 
studiu al mecanicii corpurilor rigide, modificată prin legile elasticităţii 
pentru corpurile care nu pot fi considerate perfect rigide. 
 Fluidele sunt corpuri caracterizate prin mobilitate mare, rezistenţă la 
rupere practic nulă şi deformaţie uşoară (sunt lipsite de formă proprie). 
Principala proprietate a acestor corpuri este fluiditatea. Sub acţiunea unei 
tensiuni tangenţiale constante, fluidul se deformează. Dacă tensiunea nu este 
îndepărtată, deformaţia poate atinge orice valoare. Viteza de deformare este 
constantă şi depinde de viscozitatea fluidului. Deformarea continuă a unui 
fluid sub acţiunea unei tensiuni poartă denumirea de curgere. În practică 
prezintă interes comportarea corpurilor supuse la solicitări mecanice 
externe. Curgerea fluidelor prezintă o importanţă deosebită pentru procesele 
tehnologice din industria alimentară şi nu numai. 
 Fluidele pot fi clasificate fie după modul lor de comportare la 
aplicarea unei presiuni exterioare, fie după efectele pe care le produce 
asupra lor acţiunea unei tensiuni tangenţiale. 
 Lichidele sunt fluide foarte puţin compresibile, care au proprietatea 
de a forma o suprafaţă liberă în contact cu un gaz, sau o suprafaţă de 
separare în contact cu un alt lichid nemiscibil. 
 Gazele sunt acele fluide care ocupă întreg volumul în care se află şi 
sunt foarte compresibile. Pentru gaze se face distincţie între gaze 
permanente (necondensabile) şi vapori, după cum temperatura lor este 
superioară sau inferioară temperaturii critice. 
 Comportarea macroscopică diferită a gazelor şi lichidelor se explică 
prin diferenţa dintre forţele de atracţie intermoleculare şi distanţa medie 
dintre molecule. Diferenţa între un lichid şi un gaz nu este foarte distinctă; 
modificând parametrii de stare (presiunea şi temperatura) se poate trece un 
lichid în fază de vapori, fără apariţia unei suprafeţe libere şi fără a-l fierbe. 
Acest fenomen are loc în punctul critic, caracterizat de parametrii critici 
(Pcr, Tcr), punct în care proprietăţile lichidului şi vaporilor sunt identice. 
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3.1.1. Proprietăţi reologice fundamentale 
 

Reologia se ocupă cu studiul solicitărilor şi a răspunsului corpurilor 
la solicitări, stabilind modelele matematice care formează funcţia de răspuns 
a unui corp supus la solicitări. Aplicând asupra unui corp o forţă sau un 
sistem de forţe corpul va fi pus în mişcare, mişcarea constând în deplasări 
şi/sau deformări (fig. 3.1). O deplasare poate consta din translaţia sau/şi 
rotaţia corpului în timp ce o deformare constă în modificarea formei  sau/şi 
volumului corpului. Deplasările nu modifică poziţia relativă a elementelor 
constitutive ale unui corp, modificând doar poziţia corpului în raport cu un 
sistem de referinţă exterior, în timp ce deformaţiile modifică poziţia relativă 
a elementelor constitutive ale unui corp. 

Fig. 3.1. Mişcări caracteristice ale unui corp supus solicitărilor 
 
În cazul solidelor, deformarea are loc până la echilibrarea forţelor 

interne cu cele externe; după îndepărtarea solicitărilor deformaţia se 
recuperează. Această proprietate de recuperare a deformaţiei după 
îndepărtarea solicitării care a produs-o poartă denumirea de elasticitate. 

Fluidele opun rezistenţă redusă la deformare, iar deformarea nu 
ajunge la echilibru, ea creşte continuu şi nu se mai recuperează după 
îndepărtarea solicitării: apare fenomenul de curgere. Proprietatea fluidelor 
de a opune rezistenţă la schimbarea ireversibilă  a poziţiei elementelor de 
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volum constituente, disipând energia mecanică sub formă de căldură, poartă 
denumirea de viscozitate. 

Elasticitatea şi viscozitatea sunt proprietăţi intrinseci, fundamentale 
ale corpurilor. Extrem de puţine corpuri reale manifestă o singură 
proprietate. Majoritatea materialelor prezintă atât elasticitate (specifică 
solidelor), cât şi viscozitate (specifică fluidelor). Dacă ambele proprietăţi se 
manifestă concomitent, corpul se numeşte viscoelastic sau  elastoviscos, 
după cum preponderentă este viscozitatea, respectiv elasticitatea. Dacă 
proprietăţile se manifestă succesiv la o solicitare continuu crescătoare, 
corpul se numeşte plastic. Un corp plastic se comportă la solicitări reduse ca 
un solid (rigid sau elastic) iar peste o anumită valoare a solicitării (solicitare 
critică, prag de curgere) se comportă ca un fluid (curge), deformându-se 
ireversibil. Deşi plasticitatea nu este o proprietate intrinsecă a corpurilor, ci 
doar un mod de comportare a acestora, ea este considerată practic a treia 
proprietate reologică (alături de elasticitate şi viscozitate) a corpurilor 
deformabile. 
 Din punct de vedere reologic nu există o delimitare netă între starea 
solidă, lichidă şi gazoasă. Indiferent de starea de agregare, toate corpurile 
“curg”, trecerea de la o stare la alta presupunând doar o schimbare 
cantitativă a raportului dintre componenta elastică şi cea viscoasă. Stările de 
agregare solidă, lichidă şi gazoasă pot fi considerate drept cazuri particulare 
ale unei stări fluide generalizate. Generalizarea are la bază faptul că 
atributul esenţial al stării lichide – viscozitatea – există şi la starea gazoasă 
şi, nedemonstrat, la starea solidă. 
 
 
3.1.2. Tipuri de solicitări. Parametrii solicitării 
 

Dacă o forţă sau un sistem de forţe acţionează asupra unui corp 
spunem că respectivul corp este solicitat. Forţele care acţionează asupra 
corpului (forţe exterioare, concentrate sau repartizate, forţe sau momente 
volumice, forţe de inerţie, forţe centrifugale sarcini produse de un câmp 
termic, electromagnetic etc.) se numesc solicitări, iar totalitatea acestora 
formează starea de solicitare sau starea de tensiune a corpului. Ansamblul 
forţelor aplicate unui corp îl pot solicita la tracţiune, compresiune, 
forfecare, torsiune şi încovoiere, primele trei tipuri de solicitări prezentând 
o importanţă deosebită din punct de vedere reologic, forfecarea stând la baza 
curgerii fluidelor. 

Pentru deformarea unui corp (incluzând şi curgerea) este necesară 
acţiunea unei tensiuni (efort unitar), care va produce o deformaţie 
specifică cu o anumită viteză de deformare. Aceştia sunt principalii 
parametrii ai unei solicitări. 
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Tensiunea sau efortul unitar reprezintă limita raportului dintre 
forţa aplicată şi suprafaţa pe care este aplicată când aria suprafeţei tinde la 
zero: 
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Pe cele şase feţe ale 
unui paralelipiped (fig. 3.2) pot 
acţiona câte trei tensiuni după 
direcţiile axelor de coordonate, 
dintre care două sunt tangen-
ţiale (solicitând corpul la forfe-
care) şi una este normală 
(solicitând corpul la întindere 
sau compresiune). Din conside-
rente de simetrie (tensiunile 
care acţionează pe feţele opuse 
ale paralelipipedului sunt 
identice), starea de tensiune este 
definită de nouă componente, 
componente care formează 
tensorul simetric al tensiunilor: 
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Deformaţia este rezultatul acţiunii unei tensiuni. Tensiunile normale 

acţionează asupra volumului corpurilor, provocând comprimarea sau 
dilatarea acestora în timp ce tensiunile tangenţiale acţionează asupra formei 
corpurilor. Deformaţia, ca şi tensiunea, este o mărime tensorială definită 
prin relaţii de forma (3.3) – (3.4), în care XI este o mărime vectorială ce 
caracterizează deplasarea relativă a unui punct din corpul considerat, în 
urma solicitării. Starea de deformare este definită de nouă componente. 
Datorită simetriei deformaţiilor specifice de forfecare, starea de deformare 
este dată de numai şase componente: γxx; γyy; γzz; γxy; γxz; γyz. 
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Fig. 3.2.   Tensiuni normale şi tangenţiale 
care acţionează asupra unui element de 

volum 
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 Viteza de deformare, se exprimă prin derivata deformaţiei în raport 
cu timpul: 
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Dacă ji ≠ , viteza de deformare devine viteză de forfecare. 
Conform relaţiei (3.5) rezultă că viteza de deformare şi gradientul de viteză 
sunt noţiuni identice, dar care nu se pot substitui reciproc. De exemplu, 
aplicarea a două tensiuni tangenţiale asupra unui corp (fig. 3.1.b) pentru care 
se poate scrie: 

  
x
v

y
v yx

∂
∂

−=
∂
∂              (3.6) 

are drept efect o rotaţie rigidă a corpului. Pe de altă parte, aplicarea a două 
tensiuni tangenţiale ca în fig. 3.1.d, pentru care se poate scrie: 
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conduce la deformarea prin forfecare pură. Numai gradienţii de viteză nu 
pot constitui o măsură a vitezei de forfecare. Măsura vitezei de forfecare o 
constituie media gradienţilor de viteză: 

  







∂
∂

+
∂
∂

==
i

v
j
v ji

jiij 2
1γγ &&            (3.8) 

 Viteza de deformare volumică se poate scrie: 
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 Ecuaţiile care corelează tensiunile cu deformaţiile (în cazul 
solidelor), sau tensiunile cu vitezele de deformare (în cazul fluidelor) poartă 
denumirea de ecuaţii reologice. Reprezentarea grafică a acestor ecuaţii în 
coordonate tensiune – deformaţie, respectiv tensiune – viteză de deformare, 
poartă denumirea de reograme. Toate ecuaţiile reologice conţin un număr 
de coeficienţi de material. Pentru mediile anizotrope şi neomogene sunt 
necesari 81 de coeficienţi de material. Numărul lor se reduce la 21 în cazul 
corpurilor neomogene şi la 2 în cazul corpurilor omogene şi izotrope. Astfel 
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de coeficienţi de material sunt, de ex.: modulul de elasticitate al lui Young, 
modulul de elasticitate la forfecare coeficientul de viscozitate la forfecare 
simplă (viscozitatea dinamică), pragul de elasticitate (limita de elasticitate 
pragul de curgere) etc. 
 
 
3.1.3. Corpuri cu  proprietăţi unitare şi comportare ideală 
 
 Dacă un corp este solicitat, funcţie de proprietăţile corpului, 
răspunsul la solicitare poate fi: 

1. Deformaţie nulă; corpul este neelastic (pur rigid); 
2. Deformaţie temporară, recuperabilă; corpul este perfect elastic; 
3. Deformaţie permanentă, nerecuperabilă; corpul este pur viscos; 
4. Deformaţie parţial temporară, parţial permanentă; corpul este 

simultan elastic şi viscos; 
5. Deformaţie temporară sau/şi permanentă; corpul este succesiv elastic 

şi viscos (plastic); 
6. Deformaţie permanentă pentru solicitare nulă; corpul este neviscos 

(inviscid). 
Răspunsurile (1) şi (6) sunt caracteristice pentru două corpuri 

ipotetice ideale: solidul perfect rigid (solidul lui Euclid), respectiv fluidul 
inviscid (fluidul lui Pascal). Pe baza acestor corpuri ipotetice s-a dezvoltat 
mecanica clasică a solidului şi teoria clasică a dinamicii fluidelor. Din punct 
de vedere reologic, cele două corpuri nu prezintă importanţă, neposedând 
nici una din însuşirile specifice materiei reale: solidul lui Euclid este lipsit 
de elasticitate, iar fluidul lui Pascal este lipsit de viscozitate. Aceste două 
corpuri formează două extreme între care se încadrează toate corpurile reale. 
 Cele mai simple corpuri studiate de reologie posedă o singură 
proprietate. Comportarea lor este descrisă cu ajutorul unor legi liniare. 
Aceste corpuri sunt denumite  corpuri reologice particulare, sau corpuri 
cu proprietăţi unitare cu comportare ideală. Acestea sunt: solidul lui Hooke  
(perfect elastic), fluidul lui Newton (pur viscos), plasticul lui St. Venant 
(perfect plastic). 
 
 
3.1.3.1. Solidul lui Hooke 
 

Acest corp (corpul perfect elastic) posedă numai elasticitate. Sub 
acţiunea unei tensiuni aplicate sub formă de impact, se deformează 
instantaneu, iar la descărcare recuperează întreaga deformaţie. Este elastic 
pe întregul domeniu al solicitării. Forma corpului depinde exclusiv de 
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solicitare şi este independentă de factorul timp. Ecuaţia reologică a acestui 
corp (cunoscută şi ca legea lui Hooke) supus la forfecare simplă are forma: 

 yxyx G γτ ⋅=                           (3.10) 
în care G reprezintă modulul de elasticitate la forfecare (modulul de 
rigiditate). 
 Modelul analog mecanic al acestui corp este arcul elicoidal sau 
resortul (fig. 3.3). Dacă asupra unui arc de lungime L acţionează o forţa 
instantanee F1, arcul se deformează instantaneu cu ∆L1. Sub acţiunea forţei 
F1 deformaţia se menţine constantă în timp. După îndepărtarea forţei, arcul 
revine la starea lui naturală. Recuperarea deformaţiei este instantanee. Între 
forţă şi deformaţie există o proporţionalitate directă: 
  11 LkF ∆⋅=                       (3.11) 

Comparând ecuaţiile (3.10) şi (3.11) şi făcând identitatea între 
parametrii solicitării, rezultă că arcul este analogul mecanic al solidului lui 
Hooke. 

Fig. 3.3. Solidul lui Hooke 
a – modelul mecanic; b – reograma corpului solicitat la forfecare simplă 

 
 
3.1.3.2. Fluidul lui Newton 
 

Acest corp (corpul pur viscos) posedă numai viscozitate. Sub 
acţiunea unei solicitări, curge. Legea care descrie comportarea reologică 
include coeficienţii de viscozitate şi este valabilă numai în curgerea 
laminară. Deformaţia viscoasă depinde de mărimea şi durata solicitării. La 
efort constant curgerea este continuu întreţinută, deformaţia este continuu 
crescătoare şi viteza de deformare este constantă. Din acest motiv, în cazul 
fluidelor viscoase, tensiunea se corelează cu viteza de deformare. Ecuaţia 
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reologică generală a acestui corp exprimă dependenţa liniară dintre tensorul 
tensiunilor şi tensorul vitezelor de deformare: 

 [ ] ijijvijij δγµµγµτ && 3
22 −+=                     (3.12) 

în care δij este tensorul unitate sau simbolul lui Kronecker, care are 
valoarea 1 pentru i = j, respectiv 0 pentru ji ≠ . Cei doi coeficienţi de 
material din ecuaţie, µ (viscozitatea dinamică) şi µv (viscozitatea volumică) 
reprezintă respectiv o măsură a rezistenţei corpului la modificările de formă 
şi de volum. Aceşti doi coeficienţi se determină experimental iar valoare lor 
nu depinde de mărimea şi durata solicitării şi nici de viteza de deformare. 
 Pentru fluide incompresibile când deformarea volumică este exclusă 
( 0=iiγ& ), sau pentru fluide compresibile solicitate numai la forfecare ( ji ≠  
şi δij = 0), ecuaţia (3.12) devine: 
  '2 ijij γµτ &=                       (3.13) 
sau dacă luăm în considerare solicitările pe direcţiile x şi y iar corpul este 
supus la forfecare simplă după direcţia x (vy = 0): 

  yx
xyx

yx y
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=                    (3.14) 

cunoscută ca legea de frecare a lui Newton. 
 Deşi ecuaţia (3.14) este considerată în mod curent ecuaţia reologică 
a fluidelor newtoniene, ea reprezintă doar un caz particular al ecuaţiei 
(3.12), fiind valabilă numai pentru curgerea cu forfecare simplă. 
 Modelul analog mecanic al fluidului lui Newton este amortizorul 
(fig. 3.4.a). Acesta se compune dintr-un recipient cilindric umplut cu un 
lichid newtonian, în care se deplasează un piston într-o manieră care exclude 
apariţia turbulenţei. Între partea fixă şi cea mobilă a amortizorului nu există 
puncte de contact, ceea ce evită apariţia unor forţe de frecare. Sistemul este 
astfel construit încât efectele inerţiale, gravitaţionale şi de capăt sunt 
neglijabile. 
 Forţa F1 aplicată tijei determină deplasarea pistonului şi trecerea 
lichidului din faţă în spate, prin spaţiul dintre piston şi cilindru. Deplasarea 
creşte continuu în timp iar viteza de deplasare este constantă. La aplicarea 
unei forţe sub formă de impact, amortizorul nu reacţionează instantaneu. 
Viteza de deplasare este constantă atâta timp cât forţa este constantă. Între 
forţa aplicată şi viteza de deplasare există o proporţionalitate directă: 

  
dt
dLkF =1                       (3.15) 

în care k reprezintă constanta amortizorului, iar dL/dt viteza de deplasare. Se 
observă analogia dintre ecuaţiile (3.14) şi (3.15). 
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Fig. 3.4. Fluidul lui Newton 
a – modelul mecanic; b – reograma corpului solicitat la forfecare simplă 

 
 Reograma fluidului cu comportare newtoniană supus la forfecare 
simplă (în condiţii izoterme) este o dreaptă a cărei pantă este o măsură a 
viscozităţii (fig. 3.4.b). În fluidele viscoase, deformaţia duce la creşterea 
forţelor de frecare internă, care disipează o parte din energia cinetică a 
fluidului şi o face să apară sub formă de căldură. La viteze mici de forfecare, 
în fluide cu viscozitate mică, fenomenul este minor, creşterea temperaturii 
fluidului datorită disipării energiei fiind neglijabilă. Fluidele cu viscozitate 
mare pot însă genera cantităţi apreciabile de căldură, fapt care duce la 
modificarea proprietăţilor fluidului. 
 
 
3.1.3.3. Plasticul lui St. Venant 
 

Denumit şi corpul pur plastic, acest corp posedă numai plasticitate. 
Până la pragul de tensiune se comportă ca un solid, după care se comportă 
ca un lichid. 

Proprietăţile de elasticitate şi viscozitate la corpurile viscoelastice 
solicitate la forfecare se manifestă concomitent în toate punctele corpului. 
Materialele elastoplastice manifestă succesiv comportare elastică şi 
comportare plastică (fig. 3.5.a). Există şi corpuri lichide cu comportare 
plastică (suspensii, vopsele, soluţii, etc.). Acestea încep să curgă numai după 
ce solicitarea egalează pragul de curgere. 

Segmentele OA din fig. 3.5.a corespund deformărilor perfect 
elastice, iar segmentele AB corespund deformării plastice. Curba 1 
corespunde unui corp elastoplastic ecruisabil, iar curba 2 corespunde unui 
corp elasto- perfect plastic. 
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În cazul unor corpuri, deformaţiile elastice sunt foarte mici 
comparativ cu deformaţia totală, deformaţiile elastice putându-se astfel 
neglija. Aceste corpuri sunt denumite rigid-plastice sau, mai simplu, 
plastice. 

Fig. 3.5. Moduri de comportare plastică (curbe idealizate) 
a – comportare elasto-plastică; b – comportare rigid-plastică 

 
 Curba 1 din fig. 3.5.b descrie comportarea unui corp rigid-plastic 
ecruisabil, iar curba 2 pe aceea a unui corp rigid-perfect plastic. Până la 
pragul de tensiune corespunzător punctelor A, ambele corpuri sunt perfect 
rigide (au comportare de solid euclidian), iar peste acest prag se deformează 
ireversibil (curg), având comportare de fluid newtonian (curba 1), respectiv 
de fluid pascalian (curba 2). Corpul a cărui comportare este descrisă de 
curba 2 este tocmai plasticul St. Venant, acesta având ca unică proprietate 
reologică, plasticitatea. 
 Ecuaţia reologică a plasticului St. Venant supus la forfecare simplă 
are forma: 
  fyx 0ττ =                       (3.16) 
în care f0τ  reprezintă pragul de tensiune la forfecare. 

Pentru fyx 0ττ < , corpul se comportă ca un solid rigid. În momentul 
în care solicitarea egalează pragul de tensiune conform ecuaţiei (3.16), 
corpul se deformează iar deformaţia este nerecuperabilă. 

Modelul analog mecanic al plasticului St. Venant este corpul cu 
frecare  sau  patina (fig. 3.6.a). Un corp solid, aşezat pe o suprafaţă plană, 
orizontală, asupra căruia acţionează forţa F1, este pus în mişcare numai când 
forţa aplicată egalează forţa de frecare, Ff, dată de ecuaţia: 

 gmF ff ⋅⋅= µ                         (3.17) 
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în care m este masa corpului, g acceleraţia gravitaţională şi µf coeficientul 
de frecare. Pentru condiţia de deplasare se poate scrie: 
  fFF =1                       (3.18) 

Fig. 3.6. Plasticul lui St. Venant 
a – modelul mecanic; b – reograma corpului solicitat la forfecare simplă 

 
 Comparând ecuaţiile (3.16) şi (3.18) şi făcând identitatea între 
parametrii solicitării, rezultă că patina este analogul mecanic al plasticului 
St. Venant. Dacă se dau coeficientului de frecare din ecuaţia (3.17) valorile 
extreme se ajunge la corpurile ideale: 
> Pentru ∞=fµ  se obţine ∞=1F , ecuaţie analogă cu ecuaţia reologică a 

solidului euclidian: 0sau  =∞= γτ . 
> Pentru 0=fµ  se obţine 01 =F , ecuaţie analogă cu ecuaţia reologică a 

fluidului pascalian: ∞== γτ &sau  0 . 
O sumarizare a corpurilor cu comportare ideală este prezentată în 

tabelul 3.1 şi în reogramele din fig. 3.7. 
 

Tab. 3.1. Corpuri cu comportare ideală 
LICHID SOLID 
curgere deformare 

 

inviscidă viscidă plastică elastică rigid 

Corpul PASCAL NEWTON ST. VENANT HOOKE EUCLID 
Constanta de 
forfecare µ←0  0τ  ∞→G  

Ecuaţia 
reologică 0=τ  γµτ &⋅=  0ττ =  

 
γτ ⋅= G

 
0=γ  

τyx

a b
γyx

solidul lui Euclid
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Gc = mg
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Fig. 3.7. Reogramele corpurilor cu comportare ideală 
supuse la forfecare simplă 

 
 
3.1.4. Fluide cu comportare nenewtoniană 
 

Diversitatea comportării corpurilor reale apare ca urmare a asocierii 
– în diverse proporţii – a mai multor proprietăţi reologice. Sugestiv, 
comportarea unui corp real poate fi vizualizată în triunghiul comportărilor 
reologice (fig. 3.8). În vârfurile unui triunghi echilateral sunt amplasate 
corpurile care prezintă o singură proprietate reologică. Pe laturile 
triunghiului sunt amplasate corpurile care posedă câte două proprietăţi 

reologice. Acestor laturi le 
corespund comportările: visco-
plastică, visco-elastică şi elasto-
plastică.  

Punctele din interiorul 
triunghiului reprezintă corpuri ce 
posedă toate cele trei proprietăţi 
reologice, fiind corpuri cu 
comportare visco-elasto-plastică. 

În industria alimentară, pe 
lângă fluidele cu comportare 
newtoniană (apă, are, gaze, soluţii 
şi lichide cu masă moleculară 
mică) întâlnim multe fluide a căror 
comportare la forfecare simplă nu 
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respectă legea de frecare a lui Newton.  
Înţelegerea comportării fluidelor nenewtoniene este importantă 

pentru specialistul din industria alimentară din cel puţin două motive: 
1. În mod frecvent proprietăţile nenewtoniene sunt caracteristici cerute 
anumitor produse: muştarul, maioneza, sosurile şi alte produse ambalate în 
tuburi flexibile sunt fluide cu prag de curgere. Ele nu trebuie să curgă liber 
din tub, ci să iasă numai la presarea acestuia (deci după ce tensiunea 
aplicată a depăşit limita de curgere). Elaborarea produselor alimentare 
(creme, paste, sosuri, aluaturi, etc.) necesită cunoaşterea temeinică a 
comportării fluidelor nenewtoniene. 

2. La proiectarea utilajelor, instalaţiilor şi traseelor de conducte este 
absolut necesar să se ţină seama de comportarea nenewtoniană a fluidelor. 
Coeficienţii de transfer de căldură şi de masă sunt considerabil afectaţi de 
comportarea fluidului. O deosebită atenţie va trebui de asemenea acordată 
alegerii echipamentelor adecvate pentru amestecare şi pompare. 

 
 
3.1.4.1. Clasificarea fluidelor nenewtoniene 
 

Fluidele pot fi clasificate, funcţie de dependenţa dintre efortul unitar 
de forfecare şi viteza de forfecare în fluide newtoniene (pentru care 
dependenţa este liniară) şi fluide nenewtoniene (pentru care dependenţa este 
neliniară). În categoria fluidelor nenewtoniene sunt incluse atât fluidele care 
posedă numai viscozitate, cât şi fluidele care prezintă două sau chiar trei 
proprietăţi reologice fundamentale. 

 
În funcţie de numărul şi tipul proprietăţilor reologice fundamentale 

pe care le posedă un fluid, putem clasifica fluidele în modul următor: 
 

> Fluide fără nici o proprietate reologică. În această categorie se 
încadrează fluidul inviscid al lui Pascal, care este un fluid ideal. Nu 
există un corespondent real al unui astfel de corp. 

> Fluide având o singură proprietate reologică – viscozitatea. În 
această categorie se încadrează fluidul newtonian precum şi fluidele 
pentru care dependenţa tensiune – viteză de deformare este neliniară, iar 
viscozitatea este dependentă de parametrii solicitării sau de timp. Aceste 
din urmă fluide sunt numite fluide cu viscozitate de structură sau fluide 
viscoase nenewtoniene. 

> Fluide având două proprietăţi reologice. În această categorie sunt 
incluse fluidele viscoelastice şi fluidele viscoplastice (fluide cu prag de 
tensiune sau cu prag de curgere). 
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> Fluide având trei proprietăţi reologice. Sunt fluidele care posedă 
concomitent elasticitate viscozitate şi plasticitate, denumite fluide visco-
elasto-plastice. 

 
În cazul fluidelor nenewtoniene, viscozitatea dinamică nu este 

constantă nici în condiţii izobar-izoterme. Funcţie de parametrii care 
influenţează modificarea vitezei de forfecare, aceste fluide pot fi împărţite în 
două categorii: 

 
> Fluide independente de timp (dependente de forfecare), pentru care 

viteza de forfecare într-un punct depinde exclusiv de tensiunea de 
forfecare în punctul respectiv; 

> Fluide dependente de timp, pentru care viteza de forfecare  este o 
funcţie de mărimea şi durata efortului de forfecare, precum şi de istoria 
forfecării. 

 
În funcţie de modul în care variaţia vitezei de forfecare influenţează 

viscozitatea, fluidele – atât cele pur viscoase, cât şi cele viscoplastice sau 
viscoelastice – pot fi clasificate în: 
> Fluide pentru care valoarea viscozităţii este independentă de viteza de 

forfecare: 
- fluide newtoniene; 
- fluide tip plastic Bingham; 

> Fluide a căror viscozitate creşte cu creşterea vitezei de forfecare: 
- fluide dilatante (independente de timp); 
- fluide reopexice (dependente de timp); 

> Fluide a căror viscozitate scade cu creşterea vitezei de forfecare: 
- fluide pseudoplastice (independente de timp); 
- fluide tixotrope (dependente de timp); 

 
 

3.1.4.2. Fluide viscoase nenewtoniene 
 

Pentru aceste fluide, a căror dependenţă tensiune – viteză de 
deformare (în condiţii izoterme) este neliniară, iar viscozitatea depinde de 
parametrii solicitării, se poate defini o viscozitate aparentă: 

  
ij

ij
a γ

τ
µ

&
=                      (3.19) 

Factorul principal al abaterii acestor fluide de la comportarea newtoniană îl 
constituie modificarea structurii fluidului sub acţiunea forţelor de forfecare. 
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Dacă viteza de modificare a structurii este mare, insesizabilă 
experimental, viscozitatea fluidului se modifică numai dacă se modifică 
parametrii solicitării. Această comportare este caracteristică fluidelor 
independente de timp (fig. 3.9). Sensul de variaţie a viscozităţii aparente 
depinde de comportarea reologică a fluidelor: fluidele pseudoplastice 
prezintă fenomenul de fluidificare (viscozitatea scade la creşterea vitezei de 
forfecare), în timp ce fluidele dilatante prezintă fenomenul de îngroşare 
(viscozitatea creşte la creşterea vitezei de forfecare), aşa cum reiese din fig. 
3.10. 

Dacă viteza de modificare a structurii este suficient de mică pentru a 
fi sesizabilă experimental, fluidul îşi modifică viscozitatea în timp, deşi 
parametrii solicitării rămân constanţi. Această comportare este caracteristică 
fluidelor dependente de timp. Fluidele reopexice prezintă fenomenul de 
îngroşare, în timp ce fluidele tixotrope prezintă fenomenul de fluidificare 
(fig. 3.11).  Comportarea dependentă de timp a acestor fluide se datorează  
modificării lente a structurii prin forfecare. Modificând continuu viteza de 
forfecare în sens crescător şi apoi în sens descrescător, se obţin curbe cu 
histerezis (fig. 3.12). 

Comportarea neliniară la solicitare la forfecare simplă a fluidelor 
viscoase newtoniene independente de timp este descrisă cu ajutorul unor 
modele reologice semiempirice. Cel mai simplu dintre acestea este modelul 
Ostwald – de Waele, cunoscut şi sub denumirea de legea puterii: 

  nk γτ &⋅=           (3.20) 
în care cele două constante de material sunt: 
       k - indice de consistenţă [ML-1Tn-2]; 
       n - indice de curgere [adimensional]. 
 Combinând ecuaţia (3.19) cu ecuaţia (3.20), prin eliminarea tensiunii 
de forfecare, se obţine: 

1−⋅= n
a k γµ &                      (3.21) 

Ţinând cont de ecuaţia de definiţie a viscozităţii dinamice (3.14), din 
(3.20) rezultă: 

  an µµ ⋅=          (3.22) 
 Funcţie de valoarea indicelui n, modelul Ostwald – de Waele poate 
reproduce comportarea reologică a următoarelor fluide: 
Fluide newtoniene:   n = 1 ; µa = k ; 
Fluide pseudoplastice: n < 1 ; µa scade cu creşterea vitezei de 

forfecare; 
Fluide dilatante:  n > 1 ; µa creşte cu creşterea vitezei de 

forfecare. 
 Câteva fluide viscoase nenewtoniene întâlnite frecvent în industria 
alimentară şi în biotehnologii sunt prezentate în tabelul 3.2. 
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Tab. 3.2. Fluide viscoase nenewtoniene 

Fluide pseudoplastice fluide biologice, maioneză, suspensii de amidon 
Fluide dilatante soluţii de zahăr, amidon, făină de porumb 
Fluide tixotropice soluţii de gelatină, albuş de ou, grăsimi, unt 
Fluide reopexice soluţii diluate de oleat de amoniu 
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τyx

γyx
.

Fluid tixotropic

Fluid reopexic

Fig. 3.12. Reograme ale fluidelor 
viscoase dependente de timp 
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3.1.4.3. Fluide viscoelastice 
 

Fluidele viscoelastice posedă două proprietăţi reologice 
fundamentale: viscozitate şi elasticitate. Ele disipează numai o parte din 
energia care li se furnizează, respectiv componenta viscoasă iar o parte – 
componenta elastică – o conservă şi, după îndepărtarea solicitării, o 
recuperează. Datorită componentei elastice, în comportarea acestor fluide 
apar fenomene speciale, cum ar fi: efectul de ridicare a lichidului pe tijă, 
fenomenul de îngroşare a jetului la ieşirea dintr-un tub circular, apariţia 
recirculării curenţilor la îngustarea bruscă a secţiunii de curgere, etc. 

Comportarea acestor fluide poate fi descrisă prin intermediul unor 
modele analoge mecanice constituite din resorturi (care descriu componenta 
elastică) şi amortizoare (care descriu componenta viscoasă). Cele mai 
simple modele, reprezentate în fig. 3.13, sunt alcătuite dintr-un resort şi un 
amortizor legate în serie (corpul Maxwell), sau în paralel (corpul Voigt – 
Kelvin). Aceste modele descriu comportarea liniară a corpurilor visco-
elastice, dar există şi modele care descriu comportarea neliniară.  
 Deformaţia totală a corpului Maxwell este dată de suma dintre 
deformaţia elastică (γe) şi deformaţia viscoasă (γv): 
  ve γγγ +=                       (3.23) 
La forfecare simplă, γe şi γv rezultă respectiv din: 

  ( )ttG
dy

dXG yx
x

yx ,0γτ ⋅−=−=                     (3.24) 

  ( )t
dy
dv

yx
x

yx γµµτ &⋅−=−=                     (3.25) 

 
 

Fig. 3.13. Modele analog mecanice ale fluidelor viscoelastice 
 

G µ

F

corpul Maxwell

F

µG

corpul Voigt - Kelvin
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în care vx este viteza fluidului în direcţia x şi Xx este deplasarea fluidului în 
aceeaşi direcţie, din poziţia de echilibru corespunzătoare timpului t0. 
Derivând (3.23) în raport cu timpul şi substituind în ea vitezele de 
deformare, se obţine: 

  yx
yx

yx tG
γµ

τµτ &⋅−=
∂
∂

+                     (3.26) 

care este ecuaţia reologică a corpului Maxwell. Pentru forfecare în regim 
staţionar ecuaţia (3.26) se reduce la ecuaţia reologică a fluidului newtonian 
(3.14). La modificarea rapidă a tensiunii, al doilea termen din membrul 
stâng al ecuaţiei devine predominant şi, integrând (3.26) se obţine ecuaţia 
reologică a solidului lui Hooke (3.10). 
 În cazul corpului Voigt – Kelvin deformaţiile ambelor elemente 
componente (resortul şi amortizorul) sunt egale, iar solicitarea totală este 
dată de suma: 
  ve τττ +=                       (3.27) 
Substituind termenii din membrul drept al relaţiei (3.27) cu componentele 
corespunzătoare din legea lui Hooke (3.10) şi legea lui Newton pentru cazul 
forfecării simple (3.14), se obţine: 

  
dt

d
GG yx

yxyxyxyx

γ
µγγµγτ +⋅=⋅+⋅= &                   (3.28) 

care este ecuaţia reologică a corpului Voigt – Kelvin. 
 Dacă unui corp Voigt – Kelvin i se ataşează în serie un amortizor se 
obţine corpul Letherisch, care manifestă curgere pur viscoasă şi elasticitate 
întârziată, şi descrie comportarea unor suspensii şi emulsii a unor soluţii de 
polimeri şi a bitumurilor. 
 Un corp Voigt – Kelvin înseriat cu un resort formează un corp 
Zener, model reologic cu elasticitate instantanee şi elasticitate întârziată, 
care descrie comportarea fibrelor de sticlă şi a unor metale. 

Corpul Burgers se obţine înseriind un corp Voigt – Kelvin cu un 
corp Maxwell. Acest model reologic care prezintă viscozitate, elasticitate 
instantanee şi elasticitate întârziată, reproduce comportarea betoanelor şi a 
polimerilor amorfi liniari. 
 
 
3.1.4.4. Fluide viscoplastice 
 

Fluidele viscoplastice sunt cunoscute şi sub denumirea de fluide cu 
prag de tensiune. Ele încep să curgă numai după ce solicitarea atinge 
valoarea τ0, care reprezintă pragul de tensiune (pragul de curgere, limita de 
curgere). În domeniul tensiunilor care satisfac condiţia τ < τ0 au comportare 
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de solid, iar pentru τ > τ0 au o comportare viscoasă, prezentând fenomenul 
de curgere.  

Cel mai simplu model reologic al unui fluid viscoplastic se obţine 
prin înserierea unui amortizor cu o patină (fig. 3.14.a). Până la pragul de 
curgere τ0, corpul are comportare de lichid newtonian: 

 yxyx γµτ &⋅=                       (3.29) 
După egalarea tensiunii τyx = τ0 , viteza de forfecare poate lua orice valoare 
mai mare decât 0γ& . În acest caz patina are rolul unui limitator al solicitării; 
corpul nu poate suporta tensiuni mai mari decât τ0 (fig. 3.14.b). 

Fig. 3.14. Modelul corpului viscoelastic cu elemente înseriate 
a – modelul analog mecanic; b – reograma corpului 

 
 Un alt model poate fi obţinut prin legarea în paralel a unui amortizor 
cu o patină (fig. 3.15.a). Acest model, cunoscut ca plasticul Bingham, sub 
acţiunea unei forţe crescătoare se manifestă iniţial ca un solid rigid, iar peste 
pragul τ0 are comportare de lichid newtonian (fig. 3.15.b). 

Fig. 3.14.  Plastic Bingham (corp viscoplastic cu elemente legate în paralel) 
a – modelul analog mecanic; b – reograma corpului 
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τyx
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yx
x

dy
dv
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Ecuaţia reologică a plasticului Bingham are forma: 

  00 pentru        ττµττ >⋅=− yx
x

pyx dy
dv                   (3.30) 

în care µp este viscozitatea plastică (mobilitatea). 
 Modelul plasticului Bingham conţine două constante de material: 
pragul de curgere τ0 şi viscozitatea plastică µp. Prin analogie cu fluidele 
viscoase nenewtoniene se defineşte o viscozitate aparentă a plasticului 
Bingham: 

  

dy
dv

dy
dv xx

yx
p

0τµ
τ

µ +==                      (3.31) 

a cărei valoare descreşte cu creşterea vitezei de forfecare. Pentru valori mici 
ale lui τ0 şi valori mari ale vitezei de forfecare, al doilea termen din 
membrul drept al ecuaţiei (3.31) se poate neglija astfel încât µµ =p . 
 Principalele tipuri de comportări viscoplastice sunt redate în 
reogramele din fig. 3.15. Toate corpurile sunt cu prag de curgere τ0. Curba 
(1) corespunde plasticului Bingham. Curbele (2) şi (3) reprezintă comportări 
plastice neliniare cu fluidificare, respectiv cu îngroşare. Curba (4) reprezintă 
comportarea unui lichid viscoplastic tixotrop. 

Aceste reograme 
sunt valabile numai 
pentru forfecarea simplă. 
 Plasticul Bingham 
are comportare liniară 
viteza de forfecare fiind o 
funcţie liniară de tensiune. 
Această comportare este 
caracteristică unor sus-
pensii, margarinei, unor 
grăsimi, pastei de dinţi, 
unor suspensii de 
săpunuri şi detergenţi, 
unor paste de hârtie etc. 
 Pentru descrierea 
comportării materialelor 
al căror răspuns la 
solicitări este neliniar, se 
folosesc modele neliniare. 
 
 

τyx

yx
x

dy
dv

γ&=

1

2
3

4

Fig. 3.15. Reogramele corpurilor viscoplastice 



FENOMENE DE TRANSFER 

 42

 Modelul Herschel – Bulkley, cu ecuaţia: 

  
m

x
yx dy

dv
1

0 ' 







⋅=− µττ                      (3.32) 

are o formă echivalentă cu modelul Ostwald – de Waele [vezi ec. (4.20)], 
dar conţine trei constante reologice (τ0, µ’ şi m), ale căror valori se obţin din 
datele experimentale. Funcţie de valorile exponentului m, se obţin 
comportările corespunzătoare curbelor (1) – (3) din fig. 3.15: 
> pentru m = 1 comportare liniară (plastic Bingham – curba (1)); 
> pentru m < 1 comportare dilatantă (curba (3)); 
> pentru m > 1 comportare fluidificantă (curba (2)). 
 Modelul Casson având ecuaţia: 

  
dy
dvk x

yx ⋅=− 0ττ                     (3.33) 

conţine două constante empirice, τ0 şi k ale căror valori se obţin prin 
prelucrarea grafică a datelor experimentale. Modelul descrie comportarea 
reologică a cernelurilor tipografice, a sângelui, sucului de portocale, pastelor 
de tomate, ciocolatei topite. 
 
 
3.1.5. Reprezentarea generalizată a comportării reologice a fluidelor 
 

Comportarea reologică a fluidelor viscoase nenewtoniene, a fluidelor 
viscoelastice şi a fluidelor viscoplastice permite stabilirea unor concluzii 
generalizatoare pe baza cărora poate fi înţeleasă şi explicată comportarea 
fluidelor reale. 

În fig. 3.16 sunt redate două curbe generalizate de curgere. Curba (1) 
reprezintă curba de curgere a lui Ostwald, iar curba (2) reprezintă curba 
generalizată de curgere. Pe curba (1) se disting patru domenii: 
> dreapta OA, corespunzătoare primului domeniu newtonian; 
> curba AB, corespunzătoare comportării pseudoplastice; 
> curba BC, corespunzătoare comportării dilatante; 
> dreapta CD, corespunzătoare celui de-al doilea domeniu newtonian. 
 Curba (2), care reprezintă o generalizare a curbei (1), conţine trei 
domenii de comportare newtoniană (OA, B1B2, CD), între care se 
intercalează un domeniu pseudoplastic (AB1) şi unul dilatant (B2C). 
 Pe baza curbei generalizate de curgere, precum şi prin posibilitatea 
restrângerii, lărgirii sau contopirii domeniilor, se pot explica toate tipurile de 
comportări reologice: 
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     Fluidul newtonian: Un 
corp cu o curbă generali-
zată de curgere, la care 
modificarea comportării 
după punctul A, apare la 
viteze de forfecare foarte 
mari, nerealizabile experi-
mental. 
    Lichidul pseudoplastic: 
Corpul la care curba 
generalizată de curgere 
poate fi stabilită pe cale 
expe-rimentală până la o 
limită situată între punctele 
A şi B2, în condiţii de 
curgere laminară. 
     Lichidul dilatant: Ma-
terialul cu curbă genera-
lizată de curgere, pentru 

care primul domeniu newtonian, domeniul pseudoplastic şi uneori o parte 
din al doilea domeniu newtonian, apar succesiv la viteze de forfecare mici şi 
nu pot fi separate pe cale experimentală. 
     Corpul plastic: Materialul cu curbă generalizată de curgere la care 
primul domeniu newtonian se suprapune pe axa tensiunilor de forfecare, 
după care urmează domeniul pseudoplastic şi, posibil, o parte din al doilea 
domeniu newtonian. 
     Plasticul Bingham: Corpul cu curbă generalizată de curgere, la care 
primul domeniu newtonian coincide cu axa tensiunilor, domeniul de 
comportare pseudoplastică este atât de restrâns, încât primul domeniu 
newtonian pare să fie urmat de cel de-al doilea domeniu newtonian, iar 
domeniul dilatant nu mai poate fi obţinut pe cale experimentală. 
     Lichidul Ostwald: Un material cu curbă generalizată de curgere, la care 
al doilea domeniu newtonian este atât de restrâns încât se reduce la un punct 
de inversiune ce marchează trecerea de la domeniul pseudoplastic la cel 
dilatant. 
 Conceptul de curbă generalizată de curgere este important atât 
pentru comportarea reologică a fluidelor, cât şi pentru comportarea 
reologică a solidelor. 

τyx

yx
x

dy
dv

γ&=

(1)

(2)

D

C

B
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O

D

C
B2B1

A

 
Fig. 3.16. Curbe generalizate de curgere 
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3.2. STATICA FLUIDELOR 
 
 Statica fluidelor se ocupă cu legile repausului fluidelor şi cu 
interacţiunile dintre fluide şi suprafeţele solide cu care acestea vin în 
contact. Un fluid este în echilibru (repaus) atunci când rezultanta forţelor 
care acţionează asupra masei de fluid este nulă. Echilibrul este considerat 
absolut dacă fluidul este în repaus faţă de un sistem de referinţă fix (ex: 
repausul unui fluid dintr-un rezervor static), respectiv relativ dacă fluidul 
este în repaus faţă de un sistem de referinţă mobil (ex: repausul unui fluid 
dintr-o cisternă în deplasare, repausul unui lichid dintr-o centrifugă aflată în 
mişcare de rotaţie). 
 
 
3.2.1. Forţe care acţionează în fluide 
 

Forţele care acţionează asupra unei mase de fluid pot fi grupate în 
forţe masice şi forţe de suprafaţă (superficiale). 
 
3.2.1.1. Forţe de masă 
 

Sunt acele forţe care acţionează în fiecare punct al masei de fluid, 
sunt determinate de câmpul de forţe externe în care se află fluidul (câmp 
gravitaţional, centrifugal, electric, etc.) şi sunt proporţionale cu masa 
fluidului. Astfel de forţe sunt: forţa gravitaţională, forţa centrifugă, forţa 
inerţială, forţa electromagnetică, etc. 

Forţele unitare de masă se definesc prin relaţia: 

  
dV

Fd
V

FF mm
Vm ⋅

=
∆⋅

∆
=∆ ρρ

rr
r

0lim                     (3.34) 

şi au formula dimensională 2

Masa
eAcceleratiMasa

Masa
Forta −⋅=

⋅
== TLFm

r
. 

Din punct de vedere matematic sunt mărimi vectoriale (tensori de ordinul 1). 
 
3.2.1.2. Forţe de suprafaţă 
 
 Sunt forţe care acţionează asupra suprafeţelor de delimitare a masei 
de fluid şi sunt rezultatul interacţiunii dintre moleculele de fluid din 
interiorul volumului V de fluid cu moleculele fluidului înconjurător sau cu 
suprafeţele solide cu care fluidul vine în contact. Astfel de forţe sunt forţele 
de presiune, forţele de frecare la curgerea fluidelor, etc. 
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 Notând cu sF
r

∆  forţa de suprafaţă aplicată pe aria ∆A care mărgineşte 
volumul de fluid ∆V, forţa unitară de suprafaţă (tensiunea, efortul unitar) se 
defineşte prin relaţia: 

  
dA
Fd

A
FF ms

As

rr
r

=
∆
∆

=∆ 0lim                     (3.35) 

cu formula dimensională 
21

Suprafata
eAcceleratiMasa

Suprafata
Forta −− ⋅⋅=

⋅
== TLMFs

r
  

Din punct de vedere 
matematic, forţele superficiale sunt 
mărimi tensoriale de ordin 2. 

În cazul general, forţa de 
suprafaţă sF

r
∆ este înclinată în 

raport cu suprafaţa ∆A pe care 
acţionează, ea  putând fi 
descompusă în două componente 
(fig. 3.17): 
• o componentă normală la 

suprafaţa ∆A: forţa de presiune 
pF
r

∆ ; 

• o componentă tangentă la suprafaţa ∆A: forţa de frecare fF
r

∆ . 
În mod analog, tensiunea se descompune în: 

• tensiunea normală (sau compresiunea), numită şi presiune 
hidrodinamică sau presiune: 

dA
Fd

A
FP PP

A

rr
r

=
∆
∆

=∆ 0lim                      (3.36) 

• tensiunea tangenţială (sau tensiunea de forfecare): 

  
dA
Fd

A
F ff

A

rr
r

=
∆
∆

=∆ 0limτ                      (3.37) 

 
 
 
3.2.2. Presiunea statică 
 
 Tensiunea normală (de compresiune) caracterizată prin: (1) 
perpendicularitate pe suprafaţa pe care acţionează; (2) orientare către 
interiorul volumului de fluid considerat; (3) valoare identică pe orice 

∆FP ∆Fs

∆Ff

Fig. 3.17. Descompunerea 
forţelor de suprafaţă 



FENOMENE DE TRANSFER 

 46

direcţie (devenind astfel o mărime scalară) poartă denumirea de presiune 
statică, fiind definită de relaţia: 

  
dA
dF

A
FP PP

A =
∆
∆

=∆ 0lim                      (3.38) 

având formula dimensională 21
2

2
−−

−

⋅⋅=
⋅⋅

= TLM
L

TLMP . 

 Presiunea statică este o mărime scalară care caracterizează 
intensitatea stării de tensiune a unui fluid şi intervine în ecuaţia de stare a 
fluidelor: 
  0),,( =TVPf                       (3.39) 
 Unitatea de măsură a presiunii în SI este pascalul (Pa): 
  1 Pa = 1 N/m2 
O unitate tolerată (dar nerecomandată) este barul: 
  1 bar = 1.105 Pa 
Alte unităţi (unele folosite încă frecvent în diverse ramuri ale tehnicii) sunt: 
atmosfera fizică (atm), atmosfera tehnică (at), torrul (1 torr = 1 mm col Hg), 
mm coloană de apă (mm col H2O sau mm CA), kgf/m2, dyn/cm2, psi 
(lb/in2), etc. 

  
Pentru măsurarea presiunii se utilizează două baze (presiuni de 

referinţă), aşa cum reiese şi din fig. 3.18. În mod frecvent se iau ca presiuni 
de referinţă presiunea atmosferică sau presiunea zero, corespunzătoare 
unui vid absolut. 

P

1013.105 Pa
Presiune
absoluta

Suprapresiune

Vid

Presiune
remanenta

Vid
absolut

Presiune
atmosferica

 
Fig. 3.18. Moduri de exprimare a presiunii 
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 Presiunea absolută este presiunea totală exercitată de fluid, 
măsurată de la un vid absolut. 
 Suprapresiunea sau presiunea efectivă reprezintă excesul de 
presiune ce depăşeşte presiunea atmosferică. Dacă la presiunea efectivă se 
adaugă presiunea atmosferică, se obţine presiunea absolută: 
  atmefabs PPP +=                      (3.40) 
 Vidul reprezintă un caz special al presiunii diferenţiale utilizat în 
cazul presiunilor subatmosferice şi reprezintă diferenţa între presiunea 
atmosferică şi presiunea remanentă. Presiunea remanentă este mai mică 
decât presiunea atmosferică şi se exprimă sub formă de presiune absolută. 
 
 
3.2.3. Ecuaţia fundamentală a staticii fluidelor 
 
 În interiorul unui fluid, presiunea variază în fiecare punct al acestuia 
după o ecuaţie de forma: 

 ( )zyxfP ,,=                       (3.41) 
sau, scrisă diferenţial: 

  dz
z
Pdy

y
Pdx

x
PdP

∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

=                     (3.42) 

zPyPxP ∂∂∂∂∂∂ ,,  reprezentând gradienţii presiunii statice după axele de 
coordonate carteziene. Deducerea acestor gradienţi necesită cunoaşterea 
forţelor care acţionează asupra fluidului. Fluidul fiind în echilibru rezultanta 
forţelor care acţionează asupra sa este nulă. 

 Se consideră un volum 
diferenţial dV de fluid omogen (ρ 
= const.) aflat în repaus. 
Elementul de volum considerat 
(fig. 3.19) este de formă 
paralelipipedică, având laturile 
dx, dy, dz. Volumul elementului 
este: 
  dzdydxdV ⋅⋅=                  (3.43) 
iar masa sa este:  
  dVm ρ=             (3.44) 

Asupra sa acţionează 
forţele de suprafaţă sub forma 
forţelor de presiune pF

r
 

(reamintim că forţele tangenţiale 
sunt nule, fluidul fiind în repaus), 

z

x

y
Pz

Pz+dz

Py+dy

Px+dx
Px

Py

Fx

Fy

Fz

O

 
Fig. 3.19. Forţe care acţionează asupra 
unui volum elementar de fluid aflat în 

echilibru 
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şi forţele masice F
r

. În fig. 3.19 sunt reprezentate proiecţiile forţelor pe 
axele de coordonate; P reprezintă presiunea statică, iar Fx, Fy, Fz forţele 
unitare masice.   

Condiţia de echilibru cere ca suma proiecţiilor forţelor care 
acţionează asupra volumului elementar de fluid pe axele de coordonate să 
fie nulă. Această condiţie se poate scrie astfel pentru axele de coordonate x, 
y şi z: 

  
( )

( )

( ) 0

0

0

=+−

=+−

=+−

+

+

+

zdzzz

ydyyy

xdxxx

dxdydzFdxdyPdxdyP

dxdydzFdxdzPdxdzP

dxdydzFdydzPdydzP

ρ

ρ

ρ

                  (3.45) 

Ţinând cont că: 

  ( ) dw
wwdww ∂
Ψ∂

+Ψ=Ψ
+

                    (3.46) 

după înlocuiri, simplificări şi împărţirea fiecărei ecuaţii prin dV, ecuaţiile 
(3.45) devin: 

            ;          ;     zyx F
z
PF

y
PF

x
P ρρρ =

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂                (3.47) 

Ecuaţiile (3.47) sunt ecuaţiile diferenţiale de echilibru ale fluidului 
cunoscute şi ca ecuaţiile Euler. 
 Introducând (3.47) în (3.42) se obţine ecuaţia diferenţială a staticii 
fluidelor: 
  ( )dzFdyFdxFdP zyx ++= ρ                     (3.48) 

 Dacă kji
rrr

,, sunt vectorii unitate (versorii) pe axele Ox, Oy, Oz, din 
(3.42) şi (3.47) rezultă: 

  ( )kFjFiFk
z
Pj

y
Pi

x
P

zyx

rrrrrr
++=








∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂

ρ
1                  (3.49) 

sau: 

  PPF ∇==
ρρ
1 grad 1r

                    (3.50) 

forma vectorială a ecuaţiei Euler, în care operatorul ∇  (nabla) aplicat unei 
funcţii ( )zyx ,,Ψ are expresia: 

  k
z

j
y

i
x

rrr

∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂

+
∂
Ψ∂

=Ψ∇                     (3.51) 

 Ecuaţia (3.50) este valabilă atât pentru repausul absolut cât şi pentru 
repausul relativ al fluidelor. 
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3.2.4. Fluide în echilibru absolut 
 
3.2.4.1. Echilibrul absolut al fluidelor în câmpul de forţe 

gravitaţional 
 
 Într-un fluid omogen (ρ = const.), aflat în repaus în câmp 
gravitaţional, acţionează ca forţă de masă forţa gravitaţională, ale cărei 
componente sunt: 
  gFFF zyx ===           0          0  
unde g reprezintă acceleraţia gravitaţională. Înlocuind aceste expresii în 
(3.47) ecuaţiile diferenţiale de echilibru devin: 

  g
z
P

y
P

x
P ρ=

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂           0          0                    (3.52) 

iar ecuaţia (3.48) devine: 

  dzgdP ⋅⋅= ρ  sau ∫ ∫=
P

P

H

H

dzgdP
0 0

ρ                   (3.53) 

din care rezultă: 
  ( )00 HHgPP −=− ρ                      (3.54) 
Dacă P0 reprezintă presiunea la suprafaţa unui lichid (H0 = 0), ecuaţia (3.54) 
devine: 
  HgPP ⋅⋅+= ρ0                      (3.55) 
Relaţia (3.55) arată că presiunea într-un lichid (considerat incompresibil) 
creşte liniar cu adâncimea. Diferenţa: 
  HHgPP ⋅=⋅⋅=− γρ0                     (3.56) 
poartă denumirea de presiune piezometrică şi reprezintă presiunea 
exercitată de un lichid, egală cu greutatea coloanei de lichid de deasupra 
punctului pentru care se măsoară presiunea piezometrică; H este înălţimea 
coloanei de lichid deasupra punctului considerat (sau adâncimea punctului 
în lichid), iar γ este greutatea specifică a lichidului (greutatea unităţii de 
volum). 
 În cazul fluidelor compresibile (gaze sau vapori) aflate în repaus 
izoterm, integrarea ecuaţiei (3.53) se efectuează ţinând cont că densitatea 
fluidului variază cu presiunea acestuia. 
 
 Aplicaţia 3.1. 

 Să se exprime variaţia pe înălţime a presiunii statice exercitate de o 
coloană de gaz a cărui comportare poate fi descrisă utilizând modelul 
gazului ideal. 
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 Analizând ecuaţiile (3.52) – (3.56) se poate constata că, într-un fluid 
omogen, incompresibil, aflat în echilibru în câmp de forţe gravitaţional 
• presiunea statică este direct proporţională cu înălţimea coloanei de 

lichid; 
• suprafeţele izobare (suprafeţe de egală presiune) sunt plane orizontale de 

ecuaţie z = const.; pe baza acestui fapt se explică principiul vaselor 
comunicante şi aplicaţiile acestui principiu (sticla de nivel, manometrul, 
manometrul diferenţial); 

• orice variaţie a presiunii într-un punct oarecare al lichidului se transmite 
cu intensitate egală în toată masa fluidului (principiul lui Pascal); pe 
baza acestui principiu sunt construite presele hidraulice. 

 
 
3.2.4.2. Principiul lui Arhimede. Forţa de plutire 
 

 Asupra unui corp imersat 
într-un fluid aflat în echilibru, 
efectul presiunii statice se 
manifestă ca o forţă FA (numită şi 
forţă arhimedică), egală cu 
greutatea volumului de fluid 
dislocuit de corp (G), orientată de 
jos în sus şi având punctul de 
aplicaţie în centrul de greutate al 
corpului imersat. 
 Se consideră cazul unui 
corp paralelipipedic (fig. 3.20) 
cufundat într-un fluid omogen 
având densitatea ρ. 
 Forţele rezultate din 
presiunea hidrostatică pe feţele 

laterale ale paralelipipedului se echilibrează două câte două, ca fiind egale şi 
de sens opus. Forţele de pe faţa superioară (FAs) şi inferioară (FAi) vor fi, 
conform ecuaţiei (3.54): 

  
( )
( ) APHgAPF

APHgAPF

iiAi

ssAs

⋅+⋅⋅=⋅=
⋅+⋅⋅=⋅=

0

0

ρ
ρ

 

în care Ps şi Pi sunt presiunile hidrostatice pe feţele superioară şi respectiv 
inferioară ale paralelipipedului, A este aria fiecăreia dintre aceste feţe, P0 
este presiunea la suprafaţa lichidului, iar Hs şi Hi sunt adâncimile la care se 
găsesc faţa superioară şi respectiv inferioară a corpului imersat. Forţa 
rezultantă pe direcţia  z va fi: 

Hi

FAs = PsA

FA = G

FAi = PiA

Hs

H0 , P0 , ρ

 
Fig. 3.20. Ilustrarea 

principiului lui Arhimede 
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( ) GmgVgAHgAHHgFFF siAsAiA =⋅=⋅⋅=⋅⋅⋅=⋅−⋅⋅=−= ρρρ  
 Acelaşi rezultat, FA = G se va obţine indiferent de forma corpului 
imersat. 

Principiul lui Arhimede se aplică şi în cazul unui corp parţial imersat 
într-un lichid, caz în care se consideră numai volumul părţii de corp 
scufundate. 

 
 Aplicaţia 3.2. 

Să se determine forţa de plutire (forţa arhimedică) în cazul 
următoarelor corpuri complet imersate în fluid: 
• un cilindru cu diametrul D şi înălţimea H, orientat cu generatoarea 

paralelă cu axa Oz; 
• o sferă de rază R; 
precum şi în cazul unor corpuri parţial imersate: 
• un cilindru cu diametrul D şi înălţimea H, orientat cu generatoarea 

paralelă cu axa Ox, imersat până la jumătate; 
• o sferă de rază R imersată până la jumătate. 

 
 
3.2.5. Fluide în echilibru relativ 
 
 Asupra unui fluid aflat în repaus relativ faţă de un sistem de referinţă 
mobil care se mişcă accelerat, acţionează şi forţele masice inerţiale datorită 
deplasării fluidului odată cu sistemul de referinţă. Gazele fiind fluide uşoare 
(cu densitate mică), au forţe de inerţie neglijabile. Ca urmare, prezintă 
importanţă studiul echilibrului relativ al lichidelor, a căror forţă de inerţie 
este apreciabilă. 
 
 
3.2.5.1. Echilibrul relativ al lichidelor în câmp gravitaţional 
 
 Fie iF

r
 forţele unitare de inerţie şi Fix, Fiy, Fiz proiecţiile acestora pe 

axele de coordonate ale sistemului de referinţă Oxyz mobil (solidar cu 
recipientul în care se află lichidul). Fie gF

r
 forţele unitare gravitaţionale şi 

Fgx, Fgy,, Fgz proiecţiile acestora pe axele sistemului de referinţă considerat. 
Fie PF

r
 forţele de presiune şi P presiunea statică ce acţionează asupra unui 

volum elementar de fluid, considerat paralelipipedic, având volumul dV = 
dxdydz şi masa m = ρdV. Condiţia de echilibru cere ca rezultanta dintre 
forţele unitare de inerţie, gravitaţionale şi de presiune să fie nulă: 
  0=++ Pgi FFF

rr
                     (3.57) 



FENOMENE DE TRANSFER 

 52

 Aplicând un raţionament similar celui expus în secţiunea 3.2.3, se 
obţine sistemul de ecuaţii diferenţiale: 

  

( )

( )

( )gziz

gyiy

gxix

FF
z
P

FF
y
P

FF
x
P

+=
∂
∂

+=
∂
∂

+=
∂
∂

ρ

ρ

ρ

                     (3.58) 

sau vectorial: 

  PFF gi ∇=+
ρ
1rv

                     (3.59) 

 Înlocuind ecuaţiile (3.58) în ecuaţia (3.42) se obţine ecuaţia 
diferenţială a echilibrului relativ al fluidelor: 
 ( ) ( ) ( )[ ]dzFFdyFFdxFFdP gzizgyiygxix +++++= ρ                      (3.60) 
sau, în forma integrală: 
 ( ) ( ) ( )[ ] CdzFFdyFFdxFFP gzizgyiygxix ++++++= ∫ ρ               (3.61) 
 Ecuaţia (3.61) exprimă repartiţia presiunilor hidrostatice într-un 
lichid aflat în repaus relativ; constanta de integrare C se determină dintr-o 
condiţie la limită, într-un punct oarecare de pe suprafaţa liberă a lichidului, 
punct în care presiunea P0 este cunoscută. 
 
 
3.2.5.2. Echilibrul relativ al lichidelor aflate în mişcare de rotaţie 

uniformă 
 
 Să considerăm un vas cilindric de rază R şi înălţime HV, umplut cu 
lichid până la nivelul Hi (fig. 3.21). Dacă vasul este în repaus, suprafaţa 
liberă a lichidului este plană, paralelă cu planul xOy, întrucât singura forţă 
de masă care acţionează asupra lichidului este forţa gravitaţională.  Atunci 
când vasul începe să se rotească în jurul axei sale verticale, lichidul se va 
roti şi el în jurul axei vasului, cu aceeaşi viteză unghiulară ω (considerând 
că frecarea internă în lichid este nulă, iar stratul de lichid aflat în contact cu 
peretele vasului se mişcă solidar cu acesta). În această situaţie, în fiecare 
punct al masei de lichid vor acţiona următoarele forţe masice unitare: 
• acceleraţia gravitaţională, g; 
• acceleraţia centrifugală ωr2, r fiind raza de rotaţie a particulei. 
 Suprafaţa liberă a lichidului va lua o astfel de formă încât orice 
element de suprafaţă să fie normal la rezultanta celor două forţe masice 
(forţa gravitaţională, gF

r
 şi forţa centrifugă, cF

r
). 
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  Dacă viteza unghiulară ω este constantă, mişcarea de rotaţie 
este uniformă şi se realizează un echilibru relativ între forţele masice şi cele 
de suprafaţă. Pe baza ecuaţiilor deduse în secţiunea 3.2.5.1. se poate stabili 
legea distribuţiei presiunilor în lichid. 
 Componentele acceleraţiei gravitaţionale pe axele de coordonate 
sunt: 
  gFFF gzgygx −===           0          0                    (3.62) 
 Componentele acceleraţiei centrifugale pe axele de coordonate sunt: 
  0             22 === czcycx FyFxF ωω                    (3.63) 
 Cu aceste înlocuiri, ecuaţiile (3.58) devin: 

  g
z
Py

y
Px

x
P ρρωρω −=

∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂          22                   (3.64) 

iar ecuaţia diferenţială a echilibrului relativ (3.60) devine: 
  ( )gdzydyxdxdP −+= 22 ωωρ                    (3.65) 
Dacă ţinem cont că: 
 αα cos                            sin ryrx ==                               (3.66) 
şi 
 αααα sincos          cossin rdrdyrdrdx +=−=                     (3.67) 
după înlocuiri şi efectuarea calculelor, (3.65) devine: 
  ( )gdzrdrdP −= 2ωρ                      (3.68) 

B

A

r

FG

FC

HV

Hi
H0

Hm

R

R

ω
z

x

y α
 

Fig. 3.21. Vas cilindric cu lichid în mişcare de rotaţie 
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Considerând ρ = const. şi ω = const. şi integrând ecuaţia (3.65) pentru o 
înălţime oarecare H, obţinem: 

  CgHrP =+− ρρω 22

2
1                     (3.69) 

unde C reprezintă constanta de integrare. Aceasta se determină pentru cazul 
particular al punctului A, în care: r = 0 (x = 0; y = 0), H = H0 şi P = P0. În 
aceste condiţii: 
  00 gHPC ρ+=                      (3.70) 
Înlocuind în (3.69) obţinem: 

  ( )HHgrPP −++= 0
22

0 2
1 ρρω                    (3.71) 

 Ecuaţia (3.71) reprezintă ecuaţia distribuţiei presiunilor într-un 
fluid incompresibil aflat în mişcare de rotaţie uniformă. Suprafaţa liberă 
a lichidului şi orice suprafaţă de nivel izobară este un paraboloid de rotaţie 
cu axa verticală Oz. Din expresia (3.71) se pot calcula: 
• distribuţia presiunilor pe peretele vasului (r = R): 

  







+−+=

g
RHHgPP

2

22

00
ωρ                    (3.72) 

• distribuţia presiunilor pe fundul vasului (H = 0): 

  







++=

g
rHgPP

2

22

00
ωρ                     (3.73) 

 Nivelul maxim (Hm) al lichidului în vasul care se roteşte se obţine 
punând condiţia ca volumul lichidului din vas să fie constant înainte şi după 
rotaţie: 

  ( )0
2

0
22

2
1 HHRHRHR mi −+= πππ                    (3.74) 

sau:  mi HHH += 02                      (3.75) 
 În punctul B: P = PB = P0 (suprafaţa liberă a lichidului este o curbă 
de nivel izobară), r = R şi H = Hm. În aceste condiţii, din (4.69), constanta 
de integrare C are valoarea: 

  mgHRPC ρρω +−= 22
0 2

1                     (3.76) 

Deoarece C are aceeaşi valoare pentru orice punct de pe o suprafaţă izobară, 
prin egalarea ecuaţiilor (3.69) şi (3.76) se obţine: 

  
g
RHHm 2

22

0
ω

=−                      (3.77) 

Exprimându-l pe H0 din (3.75) şi introducându-l în (3.77) rezultă: 
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g
RHH im 4

22ω
+=                      (3.78) 

 Analizând ecuaţia (4.78) se constată că înălţimea la care se ridică 
lichidul pe pereţii vasului aflat în mişcare de rotaţie uniformă este direct 
proporţională cu pătratul vitezei unghiulare şi cu pătratul razei recipientului. 
 

 Aplicaţia 3.3. 
 Să se stabilească forma suprafeţei lichidului din tamburul unei 
centrifuge aflate la viteze mari de rotaţie ( )gr >>2ω , precum şi profilul 
distribuţiei presiunilor în lichid. 

 
 
3.2.6. Forţe de presiune hidrostatică 
 
 Fluidele exercită forţe de presiune asupra contururilor solide (pereţii 
recipienţilor şi conductelor, corpuri imersate) cu care vin în contact. Aceste 
forţe de presiune se exprimă în funcţie de efortul unitar de compresiune P, 
conform relaţiei: 
  ∫===

A
pP PdAFAPddAPdF sau          

rr
                  (3.79) 

în care A este aria suprafeţei pe care acţionează fluidul. 
 Cunoaşterea forţelor de presiune PF

r
 este necesară în vederea 

dimensionării din punct de vedere al rezistenţei mecanice a utilajelor şi 
instalaţiilor. Pentru calculul de rezistenţă mecanică este necesară 
cunoaşterea valorii (modulului) forţei rezultante de presiune, orientării (ca 
direcţie şi ca sens) acesteia precum şi a punctului său de aplicaţie, denumit 
şi centru de presiune. 
 În cazul suprafeţelor plane, toate forţele elementare de presiune 
sunt perpendiculare pe suprafaţă şi sunt paralelele între ele. Rezultanta lor 
va avea aceeaşi direcţie şi sens, de la fluid către suprafaţă. 
 În cazul suprafeţelor plane orizontale (fundul unui rezervor sau al 
unui canal, de ex.) asupra cărora acţionează presiunea hidrostatică a unui 
lichid, presiunile sunt egale pe toată suprafaţa, iar forţa de presiune 
orizontală 

0PF  este dată de relaţia: 
  ( ) gHAAPPFP ρ=−= 00

                    (3.80) 
în care: 
P - presiunea exercitată de lichid pe suprafaţa solidă (Pa); 
P0 - presiunea la suprafaţa lichidului (Pa); 
H - înălţimea coloanei de lichid deasupra suprafeţei solide (m); 
A - aria suprafeţei solide orizontale (m2). 
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 În cazul suprafeţelor plane verticale (pereţii laterali ai unui 
rezervor prismatic, baraje, deversoare, şicane verticale, etc.) forţele de 
presiune sunt variabile pe înălţime, crescând cu creşterea adâncimii. Este de 
preferat ca solicitările provenite din presiunea hidrostatică: 
  gHPP ρ+= 0                       (3.81) 
să se separe în: 
• o solicitare provenită din acţiunea presiunii P0 (FP1), de valoare 

constantă, cu punctul de aplicaţie în centrul de greutate al ariei suprafeţei 
A, solicitare dată de relaţia: 

  APFP ⋅= 01                       (3.82) 
• o   solicitare  provenită din acţiunea presiunii piezometrice a lichidului 

(P – P0), solicitare notată cu FP2, reprezentând rezultanta forţelor 
elementare de presiune. Această rezultantă creşte cu creşterea adâncimii 
şi are punctul de aplicaţie în centrul de presiune al suprafeţei A: 

  ( )∫ ∫ ==−=
=A

H

H
P gbHhdhgbdAPPF 2

0
02 2

1

0

ρρ                   (3.83) 

în care: 
b - lăţimea suprafeţei plane verticale (m); 
h - înălţimea curentă a suprafeţei plane verticale (m); 
dh - înălţimea diferenţială a suprafeţei plane verticale (m); 
H - adâncimea lichidului (m); 
H0 - nivelul suprafeţei lichidului (m). 
 Poziţia centrului de presiune C (care nu coincide întotdeauna cu 
poziţia centrului de greutate G al suprafeţei plane fiind situat mai jos) se 
defineşte prin coordonatele xC şi yC faţă de axele Ox, respectiv Oy; aceste 
coordonate se determină egalând sumele momentelor forţelor elementare 
faţă de cele două axe cu momentul rezultantei lor, faţă de aceleaşi axe: 

  
∫

∫
⋅=⋅

⋅=⋅

A
PCP

A
PCP

dFyyF

dFxxF

22

22

                     (3.84) 

 
 Aplicaţia 3.4. 

 Să se determine valorile forţelor care solicită fundul şi pereţii unui 
rezervor paralelipipedic (lung de 2 m, lat de 1 m şi adânc de 3 m) şi centrul 
de presiune corespunzător, dacă rezervorul este umplut cu 6000 kg lichid 
având densitatea de 1500 kg/m3. Presiunea P0 la suprafaţa lichidului din 
rezervor este de 0,1 MPa. 
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 În cazul suprafeţelor plane înclinate sub un unghi θ faţă de 
suprafaţa liberă a lichidului, solicitarea provenită din  acţiunea presiunii P0 
este: 
  APFP ⋅= 00

                      (3.85) 
şi are punctul de aplicaţie în centrul de greutate al suprafeţei A, iar 
solicitarea provenită din acţiunea presiunii piezometrice (P – P0) este egală 
cu produsul dintre presiunea din centrul de greutate G al suprafeţei A şi aria 
acesteia: 
  APAgydAgF Gx

A
P ⋅=⋅⋅⋅=⋅⋅= ∫ θρθρ sinsin             (3.86) 

în care: 
Ax - momentul static al suprafeţei A faţă de axa Ox; 
PG - presiunea în centrul de greutate al suprafeţei A. 
 Punctul de aplicaţie al solicitării datorate presiunii piezometrice este 
centrul de presiune C, ale cărui coordonate sunt: 

  
x

x
C

x

xy
C A

Iy
A
I

x ==           ;                             (3.87) 

în care: 
Ixy - momentul centrifugal al suprafeţei A faţă de axele Ox şi Oy; 
Ix - momentul de inerţie axial al suprafeţei A faţă de axa Ox. 
 Dacă suprafaţa A se află în contact cu un gaz având presiunea P, 
valoarea modulului forţei de presiune este: 
  APFP ⋅=                       (3.88) 
iar centrul de presiune coincide cu centrul de greutate al suprafeţei întrucât 
presiunea se manifestă cu aceeaşi intensitate pe întreaga suprafaţă, iar 
greutatea gazului este neglijabilă. 
 În cazul suprafeţelor curbe, forţele de presiune nu pot fi reduse la o 
rezultantă unică decât în unele cazuri particulare (suprafeţe sferice sau 
cilindrice, de ex.). Pentru suprafeţele curbe care nu admit o rezultantă unică, 
se reduce sistemul de forţe elementare la un punct convenabil ales şi se 
obţine rezultanta sistemului (forţa de presiune) – calculabilă cu relaţia (3.79) 
– şi un cuplu (moment) rezultant. 
 

 Aplicaţia 3.5. 
 Să se determine forţa de presiune care acţionează asupra pereţilor 
tamburului unei centrifuge (cilindru de rază R) care se roteşte uniform cu 
viteza unghiulară ω. Presiunea la suprafaţa lichidului se consideră a fi 
egală cu P0. 
(Indicaţie: Se consideră ω2r >> g, astfel încât lichidul se distribuie pe 
pereţii tamburului sub forma unui inel cilindric de rază interioară R0.)  
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3.3. DINAMICA FLUIDELOR 
 

Dinamica fluidelor studiază mişcarea fluidelor şi interacţiunea 
acestora  cu corpurile solide, ţinând seama de forţele care determină starea 
de mişcare şi de transformările energetice produse în timpul mişcării. La 
curgerea fluidelor reale, o parte din energia mecanică a fluidului este 
disipată ireversibil sub formă de energie termică, fenomen datorat 
viscozităţii fluidelor şi interacţiunii fluidelor cu contururile solide. 

Pentru caracterizarea mişcării unui fluid este necesară cunoaşterea 
distribuţiei vitezelor, presiunii şi temperaturii în masa de fluid, parametri 
care depind de o serie de factori ca: forma şi dimensiunile spaţiului de 
curgere, debitul fluidului, câmpul de forţe care acţionează asupra fluidului, 
etc. Datorită complexităţii fenomenului şi a numărului mare de parametri 
care îl influenţează, rezolvarea analitică a problemelor de curgere este 
posibilă doar pentru cazuri simple sau simplificate. În majoritatea cazurilor 
însă, se apelează la îmbinarea metodelor teoretice cu determinările 
experimentale. 
 
 
3.3.1. Noţiuni şi mărimi caracteristice mişcării fluidelor 
 

Câmpul reprezintă distribuţia valorilor unei mărimi în toate punctele 
sistemului considerat, în funcţie de timp, sau la un moment dat. 

Traiectoria unei particule de fluid este curba formată de mulţimea 
punctelor prin care trece centrul de greutate al particulelor aflate în mişcare. 

Linia de curent este o curbă imaginară într-un fluida cărei tangentă 
în orice punct al ei coincide cu direcţia vectorului viteză a particulelor 
lichide care se află pe această curbă la un moment t dat. 

Totalitatea liniilor de curent la un moment t dat formează spectrul 
hidrodinamic al mişcării în acel moment. 
 Tubul de curent este suprafaţa formată de totalitatea liniilor de 
curent care se sprijină pe un contur închis care nu este o linie de curent (fig. 
3.23.a). Forma tubului de curent variază în timp dacă mişcarea este 
nestaţionară şi rămâne nedeformată dacă mişcarea este staţionară. Prin 
pereţii tubului de curent ne se realizează transfer de masă, vitezele fiind 
tangente la pereţii tubului.   
 Secţiunea unui tub de curent (secţiune vie, secţiune dreaptă, 
secţiune transversală) este suprafaţa limitată de tubul de curent, normală pe 
toate liniile de curent care o străbat (fig. 3.22.a). Secţiunea de curgere este 
dreaptă dacă liniile de curent sunt paralele între ele (fig. 3.22.b), respectiv 
curbă dacă liniile de curent nu sunt paralele între ele (fig. 3.22.c). 
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 Un tub de curent a cărui secţiune este suficient de mică pentru a se 
admite pe ea o distribuţie uniformă a vitezelor poartă denumirea de tub 
elementar de curent. 

 

 
 Viteza unei particule de fluid este o mărime vectorială care 
reprezintă limita deplasării în timp a particulei pe direcţia considerată: 

  ( )tzyxv
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=∆                    (3.89) 

În mod analog se definesc şi componentele vy şi vz ale vitezei. 
 Variaţia în timp a vitezei unei particule de fluid este acceleraţia 
acesteia: 
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Se poate constata că acceleraţia fluidului este derivata substanţială a 
vitezei acestuia. 
 Cantitatea de fluid care trece în unitatea de timp printr-o secţiune de 
arie A poartă denumirea de debit. Limita raportului între cantitatea de fluid 
(exprimată în unităţi masice, volumice, molare sau de greutate) care trece 
printr-o secţiune de curgere când ∆t tinde spre zero poartă denumirea de 
debit instantaneu (momentan): 

a b c

 
Fig. 3.22. Tub de curent 

a – tub de curent; b – secţiune plană de curgere; c – secţiune curbă de curgere 
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 Dacă mişcarea este nestaţionară debitul este variabil în timp. În 
aceste condiţii se defineşte debitul mediu ca fiind cantitatea de fluid ce 
trece printr-o secţiune într-un interval finit de timp, sau ca media debitelor 
instantanee: 
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              (3.92) 

unde vi reprezintă  viteza locală în diverse puncte ale secţiunii curentului. 
 Între diversele moduri de exprimare a debitului există echivalenţa: 

  NVGm mMmm
g

m ⋅=⋅== ρ1                    (3.93) 

unde g este acceleraţia gravitaţională, ρ este densitatea fluidului iar M este 
masa molară a fluidului. 
 Pentru calculul debitelor medii este necesară cunoaşterea funcţiei 
m(t) sau legea repartiţiei vitezelor locale vi în lungul secţiunii curentului. 
 Viteza medie este valoarea medie a vitezelor locale; valoarea ei este 
dată de raportul între debitul volumic de fluid şi aria secţiunii de curgere: 

  ∫==
A

i
V dAv

AA
mv 1~                      (3.94) 

Viteza medie este tangentă la axa tubului de curent şi are sensul mişcării. 
Este acea viteză fictivă cu care ar trebui să se deplaseze toate particulele de 
fluid din secţiunea de curent considerată, astfel încât să se obţină, în unitatea 
de timp, acelaşi debit al tubului de curent. 
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 Fluxul de fluid (denumit şi: debit unitar, flux unitar, viteză medie 
masică, debit specific) este cantitatea de fluid, exprimată în kg, care trece 
prin unitatea de suprafaţă (m2) în unitatea de timp (s). Se obţine raportând 
debitul masic de fluid la aria secţiunii de curgere: 

  ]sm[kg          ~ 1-2-* ⋅⋅⋅=== v
A

m
A

mm Vm
m ρρ                   (3.95) 

 
 
3.3.2. Clasificarea mişcării fluidelor 
 
 Mişcarea unui fluid este definită dacă în fiecare punct din fluid 
definit de coordonatele x, y, z şi în orice moment t se cunosc valorile vitezei, 
ale presiunii şi ale densităţii. 
 Mişcarea  fluidelor se poate clasifica după mai multe criterii: 
• După condiţiile de variaţie în timp a parametrilor locali: 
 - curgere staţionară 
 - curgere nestaţionară 
• După condiţiile de variaţie în spaţiu a parametrilor locali: 
 - curgere unidimensională (unidirecţională) 
 - curgere bidimensională (plană sau axial-simetrică) 
 - curgere tridimensională (spaţială) 
• După condiţiile de contact cu suprafeţele solide care delimitează spaţiul 

de curgere: 
 - curgere sub presiune 
 - curgere cu suprafaţă liberă 
• După natura câmpului vectorial al vitezelor: 
 - curgere irotaţională (potenţială) 
 - curgere rotaţională 
• După mecanismul curgerii: 
 - curgere laminară 
 - curgere turbulentă. 
 Curgerea staţionară presupune ca mărimile care descriu mişcarea 
fluidului (v, P, ρ) sunt invariante în timp (ca mărime şi direcţie): 

 
( ) ( ) ( )

   0  ; 0  ; 0  ; 0  ; 0

,,  ;  ,,  ;  ,,

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

=
∂
∂

===

t
v

t
v

t
v

tt
P

zyxzyxvvzyxPP

zyxρ

ρρrr

                  (3.96) 

 În cazul curgerii staţionare, liniile de curent formează o familie de 
curbe fixe în spaţiu şi în timp (care coincid cu traiectoriile particulelor de 
fluid), tuburile de curent sunt fixe în spaţiu, iar debitul masic este constant 
de-a lungul unui tub de curent. 
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 Curgerea nestaţionară este caracterizată prin variaţia în timp a 
mărimilor care descriu mişcarea fluidului: 
 ( ) ( ) ( )tzyxtzyxvvtzyxPP ,,,  ;  ,,,  ;  ,,, ρρ ===

rr                      (3.97) 
 Curgerea unidimensională se dezvoltă de-a lungul unei singure 
direcţii (Ox, de ex.). Viteza mişcării este descrisă de o singură variabilă 
spaţială: 
  0   ;  0   ;  ==⋅= zyx vvivv

rr                     (3.98) 
iar acceleraţia mişcării are o singură componentă, ax: 
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exprimată pentru curgerea nestaţionară, respectiv pentru curgerea staţionară. 
 Curgerea bidimensională se dezvoltă într-un plan. Curgerea axial-
simetrică (în pompe, conducte, reactoare tubulare) fiind identică în plane 
care trec printr-o axă de simetrie, se reduce la o curgere bidimensională. 
Dacă planul de curgere este planul xOy, viteza de curgere este: 
  0   ;  =⋅+⋅= zyx vjvivv

rrr                   (3.100) 
iar acceleraţia are două componente nenule (az = 0), care pentru regim 
nestaţionar au expresia: 
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 Curgerea tridimensională  se dezvoltă în spaţiu. În acest caz sunt 
valabile ecuaţiile generale ale vitezei (3.89) şi ale acceleraţiei (3.90). 
 În curgerea sub presiune, fluidul umple întreg spaţiul disponibil 
mişcării, udând întreg perimetrul secţiunii de curgere (fig. 3.23. a, b, c). 
Gazele fiind fluide expandabile, curg întotdeauna sub presiune. 
 Dacă lichidul umple numai parţial spaţiul disponibil curgerii, 
formând o suprafaţă liberă în contact cu atmosfera sau cu un alt gaz, avem 
de a face cu o curgere cu suprafaţă liberă (fig. 3.23 d, e, f). Lichidul udă 
doar parţial perimetrul interior al secţiunii de curgere. 
 Partea perimetrului secţiunii de curgere aflată în contact cu un contur 
rigid poartă denumirea de perimetru udat (Pu). Raportul dintre aria 
secţiunii de curgere şi perimetrul udat poartă denumirea de rază hidraulică: 

  
u

h P
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 În cazul curgerii prin secţiuni cu altă formă decât circulară, se 
defineşte un diametru echivalent al secţiunii de curgere, (dech); 

  
u

hech P
Ard 44 ==                    (3.103) 

Această noţiune este frecvent întâlnită în dimensionarea echipamentelor 
bazate (şi) pe transferul de impuls. 
 

 Aplicaţia 3.6. 
 Să se determine expresia diametrului echivalent al secţiunilor de 
curgere redate în fig. 3.23. În cazul curgerii cu suprafaţă liberă, se 
consideră că lichidul umple canalul până la jumătate din înălţimea 
acestuia. 

 
 Curgerea irotaţională, numită şi curgere potenţială, este 
caracterizată de faptul că toate componentele vitezei unghiulare de rotaţie ω 
sunt nule: 
  0=== zyx ωωω                   (3.104) 
iar gradienţii de viteză perpendiculari pe direcţia de curgere sunt simetrici: 
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Fig. 3.23. Tipuri de curgere 
Curgere sub presiune:  a – prin conducte circulare;  b – prin spaţii inelare;  

c – prin mantaua unui schimbător de căldură cu fascicul tubular 
Curgere cu suprafaţă liberă:  d – prin canale circulare; e – prin canale 

trapezoidale; f – prin canale dreptunghiulare 
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 În cazul curgerii rotaţionale, componentele vitezei unghiulare de 
rotaţie ω sunt nenule: 
  0≠≠≠ zyx ωωω                   (3.106) 
apărând vârtejuri, curgeri elicoidale, etc. Se pot defini în aceste condiţii linii 
de curent turbionare, care îndeplinesc condiţia: 
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 Curgerea laminară se caracterizează din punct de vedere 
macroscopic printr-o structură ordonată: straturile adiacente de fluid se 
deplasează paralel, fără amestecare macroscopică între ele. Particulele de 
fluid îşi păstrează individualitatea, traiectoriile lor fiind curbe continue de 
formă regulată. Transportul impulsului în masa de fluid are loc prin 
mecanism molecular, ca rezultat al mişcării individuale – ciocniri şi 
interferenţe – a purtătorilor de impuls de tip molecular: ioni, atomi, 
molecule. Transportul are loc atunci când între straturile învecinate de fluid 
există diferenţe în concentraţia impulsului (straturile au viteze diferite); 
direcţia globală a transportului este în sensul micşorării forţei motoare – 
diferenţa de impuls. Tensiunile tangenţiale care  apar la orice element de 
suprafaţă care separă două straturi de fluid în mişcare laminară sunt 
determinate exclusiv de viscozitatea fluidului. 
 Curgerea turbulentă se caracterizează macroscopic printr-o 
structură dezordonată: straturile şi particulele de fluid se deplasează pe 
traiectorii neregulate, cu viteze diferite ca sens şi mărime, ceea ce determină 
o amestecare intensă în masa fluidului. Transportul impulsului în masa 
fluidului în mişcare are loc atât prin mecanism molecular, cât mai ales prin 
mecanism turbulent (convectiv) ca rezultat al mişcării purtătorilor de impuls 
de tip turbulent: macroparticule de fluid, agregate polimoleculare, a căror 
viaţă şi mărime depinde de energia fluidului şi de geometria sistemului. 
 Între mişcarea laminară şi cea turbulentă, deosebirile esenţiale se 
datorează dimensiunilor şi structurii particulelor care participă la transferul 
impulsului. 
 Trecerea de la mişcarea laminară la mişcarea turbulentă se face 
gradat, existând o zonă a vitezelor fluidului în care mişcarea este tranzitorie. 
Cantitativ, caracterul laminar sau turbulent al curgerii este determinat de 
valoarea criteriului Reynolds. La curgerea prin conducte şi canale, curgerea 
se menţine laminară pentru valori ale criteriului Re mai mici decât Recr: 
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Pentru valori Re cuprinse între 2300 şi 10000, curgerea decurge în regim 
tranzitoriu (intermediar), iar la valori Re > 104 curgerea este turbulentă. În 
regim intermediar, curgerea poate rămâne laminară în absenţa unor 
promotori de turbulenţă (trepidaţii, vibraţii exterioare, rugozitatea pereţilor 
interiori ai conductei). În anumite condiţii, regimul laminar se poate menţine 
şi la Re = 4.104. 
 Din relaţia (3.108) se poate determina viteza maximă (critică) până 
la care curgerea unui fluid rămâne laminară: 
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 Aplicaţia 3.7. 
 Să se determine viteza critică la curgerea izotermă (T = 298 K) prin 
conducte circulare cu diametrul interior de 100 mm a următoarelor fluide: 
benzen, apă, etanol absolut, glicerină, ulei rafinat de floarea – soarelui, 
lapte degresat. 

 
 
3.3.3. Stratul limită 
 
 În majoritatea cazurilor întâlnite în practică, fluidele curg în prezenţa 
unor contururi solide staţionare: pereţii rezervoarelor, ai conductelor, 
suprafeţele unor corpuri imersate, etc. Ca urmare, viteza stratului de fluid 
aflat în contact cu conturul solid va fi egală cu viteza acestuia, respectiv va 
fi nulă pentru contururile solide staţionare. Prezenţa contururilor solide 
conduce la apariţia unor gradienţi ai vitezei fluidului normal pe suprafaţa 
acestora. În curgerea fluidelor reale, gradienţii de viteză generează apariţia 
unor tensiuni tangenţiale a căror valoare este direct proporţională cu 
mărimea gradientului de viteză, în conformitate cu legea de frecare a lui 
Newton (ec. 3.14). Deoarece tensiunile tangenţiale se exercită în sens opus 
direcţiei de curgere a fluidului, ele acţionează ca forţe de frecare care se 
opun inegalităţii vitezelor în diverse puncte  ale masei de fluid, reprezentând  
rezistenţe la curgerea (înaintarea) fluidului. 
 Regiunea din fluid în care viteza acestuia se modifică datorită 
interacţiunii cu contururile solide poartă denumirea de strat limită, noţiune 
introdusă de către Prandtl. Această regiune se întinde de la suprafaţa 
conturului solid până  la punctul din fluid în care gradientul de viteză (după 
normala mişcării) devine nul. Întrucât modificarea semnificativă a  vitezei 
se face preponderent în vecinătatea pereţilor solizi, convenţional se defineşte 
grosimea stratului limită (δ), măsurată pe distanţă normală la perete, ca fiind 
zona în care viteza fluidului este mai mică decât 99% din valoarea vitezei 
libere, v0. 
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 Deoarece stratul limită constituie acea porţiune a fluidului în care are 
loc cea mai importantă modificare a vitezelor în lungul secţiunii de curgere, 
rezultă că aici este practic localizat efectul de frânare al pereţilor: în stratul 
limită este disipată energia mecanică a fluidului, ca urmare a rezistenţei la 
înaintare pe care acesta o întâmpină. Formarea stratului limită este 
importantă nu numai pentru curgerea fluidelor ci - aşa cum se va arăta în 
capitolele următoare - şi în transferul de căldură şi de masă. 
 Curgerea fluidului în stratul limită poate fi laminară sau turbulentă. 
 În fig 3.24.a este prezentat schematic modul de formare al stratului 
limită la curgerea laminară a unui fluid printr-o conductă circulară dreaptă. 
 Iniţial, la intrarea în conductă, mişcarea fluidului este ideală, 
distribuţia vitezelor în lungul secţiunii de curgere fiind uniformă. Aici 
grosimea stratului limită este nulă. Datorită efectului de frânare produs de 
pereţi, pe măsură ce fluidul înaintează, profilul vitezelor se modifică. 

 
 Apare stratul limită (zona haşurată) a cărui grosime creşte, strat 
limită în care gradienţii de viteză sunt nenuli. La un moment dat (în punctul 
B), grosimea stratului limită devine egală cu raza interioară a conductei. 
Cele două straturi limită se unesc, iar din acest punct curgerea fluidului şi 

B

ls

A

Curgere laminara Tranzitie Curgere turbulenta

v0

δf

δ

δ

a)

b)

  
Fig. 3.24.  Formarea stratului limită la curgerea fluidelor 

a – curgere laminară; b – curgere turbulentă 
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distribuţia vitezelor sunt stabilizate, iar stratul limită este complet format, 
cuprinzând întreaga secţiune a conductei. Distanţa pe care se formează 
stratul limită şi se stabilizează curgerea poartă denumirea de lungime de 
stabilizare, ls, mărime care poate fi calculată, pentru curgerea în regim 
laminar, cu ajutorul relaţiei: 
  Re0575,0 ⋅⋅= Dls                   (3.110) 
 Valoarea ls este mult influenţată de condiţiile de intrare ale fluidului 
în conductă. 
 În cazul curgerii turbulente (fig. 3.24.b), iniţial se formează un strat 
limită laminar, pentru ca de la un moment dat acesta să devină turbulent, 
menţinându-se totuşi în imediata vecinătate a peretelui un film laminar, de 
grosime δf, în care se consideră că mişcarea fluidului este laminară. Între 
filmul laminar şi zona turbulentă există o zonă intermediară în care sunt 
prezente ambele regimuri de curgere. Tranziţia de la un regim la altul este 
dată de valoarea criteriului Re, de intensitatea turbulenţei şi de rugozitatea 
pereţilor. Pe baza datelor experimentale s-a constatat că regimul turbulent şi 
profilul vitezelor în acest regim se stabilizează după ce fluidul a parcurs o 
distanţă egală cu aproximativ 50D. 
 Noţiunile de film laminar şi strat limită nu trebuie confundate; 
filmul laminar se referă doar la acea parte din stratul limită, imediat 
adiacentă conturului solid, care rămâne în curgere laminară, în timp ce 
stratul limită include întreaga zonă în care există o variaţie a vitezei într-un 
plan normal pe conturul solid. Curgerea turbulentă nu se extinde până la 
perete întrucât viteza fluidului în acea zonă este insuficientă pentru 
promovarea turbulenţei. Din acest motiv, curgerea turbulentă este 
întotdeauna însoţită şi de curgere laminară. 

 Dacă fluidul în curgere 
întâlneşte obstacol solid (un 
cilindru, o sferă, o placă 
plasată sub un anumit unghi 
faţă de direcţia de mişcare a 
fluidului, etc.), stratul limită 
format pe suprafaţa corpului 
suferă fenomenul de 
desprindere în zona în care 
fluidul este încetinit. 
Desprinderea stratului limită 
va conduce la apariţia unei 
zone de turbulenţă în spatele 

obstacolului (fig. 3.25), turbulenţă care determină pierderi suplimentare de 
energie, în afara celor determinate de frecarea de suprafaţă. Posibilitatea 
desprinderii stratului limită există întotdeauna când presiunea curentului 

 
Fig. 3.25. Curgerea cu desprinderea 

stratului limită 
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exterior stratului limită creşte în direcţia mişcării, deci ori de câte ori viteza 
fluidului se schimbă brusc (ca mărime sau ca direcţie). Cu cât creşterea de 
presiune este mai mare, cu atât posibilitatea de desprindere a stratului limită 
este mai mare. 
 
 
3.3.4. Ecuaţii de conservare în curgerea fluidelor 
  
 Expresiile matematice care descriu cantitativ mişcarea fluidelor au la 
bază trei dintre legile fizice fundamentale, care se aplică (excepţie făcând 
fenomenele nucleare) oricărei mişcări, independent de natura fluidului 
considerat: 

Legea Ecuaţia de conservare 
Legea conservării masei Ecuaţia de continuitate 
Legea mişcării 
(Legea a II-a a lui Newton) 

Ecuaţia de echilibru dinamic 
(Ecuaţia Navier – Stokes) 

Legea conservării şi transformării energiei  
(Principiul I al termodinamicii) 

Ecuaţia bilanţului de energie 
(Ecuaţia Bernoulli) 

 
 Ecuaţiile curgerii fluidelor se obţin întocmind bilanţurile globale sau 
diferenţiale de masă, forţe şi energii pentru sistemul considerat. Aceste 
ecuaţii corelează mărimile fizice care determină un proces dat. De regulă, 
variabilele independente ale acestor ecuaţii sunt coordonatele spaţiale (x, y, 
z) şi temporale (t), iar variabilele dependente sunt viteza (v), temperatura 
(T), presiunea (P) şi proprietăţile fluidului. 

 
3.3.4.1. Ecuaţiile de conservare a masei 
 
 În conformitate cu legea conservării masei, masa totală a tuturor 
substanţelor care iau parte într-un proces rămâne constantă. Această lege 
poate fi exprimată şi sub forma următoarei ecuaţii de bilanţ: 

  








−








=








iesita
Masa

intrata
Masa 

acumulata
 Masa    

                 (3.111) 

 Se consideră un fluid compresibil, omogen, monocomponent aflat în 
curgere izotermă, nestaţionară, din care se izolează un volum elementar 
paralelipipedic dV  cu laturile dx, dy, dz (fig. 3.26). Bilanţul se întocmeşte 
pentru un interval de timp dt. Considerând curgerea fluidului pe o direcţie 
oarecare, pe direcţia x intră în elementul de volum dV în intervalul de timp 
dt cantitatea de substanţă: 
 dydzdtvdydzdtv xxx ρρ =⋅                     (3.112) 
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şi iese cantitatea de substanţă: 

    ( ) dxdydzdt
x
vdydzdtvdydzdtv x

xdxxx ∂
∂

+=⋅+
ρρρ         (3.113) 

 
 Expresii similare pot fi scrise şi pentru direcţiile y şi z: 
   dxdzdtvdxdzdtv yyy ρρ =⋅                    (3.114) 

   
( )

dydxdzdt
y
v

dxdzdtvdxdzdtv y
xdyyy ∂

∂
+=⋅+

ρ
ρρ          (3.115) 

   dxdydtvdxdydtv zzz ρρ =⋅                  (3.116) 

   ( ) dzdxdydt
z
vdxdydtvdxdydtv z

zdzzz ∂
∂

+=⋅+
ρρρ       (3.117) 

  Ţinând cont de ecuaţia (3.111), acumularea de substanţă pe direcţia 
x, de ex., are expresia: 

   [ ] ( ) dxdydzdt
x
vacumulare x

x ∂
∂

−=
ρ                 (3.118) 

  Acumularea totală în elementul de volum se poate scrie: 

   [ ] dxdydzdt
t

dVdt
t

acumulare dV ∂
∂

=
∂
∂

=
ρρ                (3.119) 

  Înlocuind expresiile de forma (3.118) în (3.119) se obţine expresia 
acumulării totale: 

       
( ) ( ) ( )

dxdydzdt
z
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y
v

x
v

dxdydzdt
t

zyx








∂

∂
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∂

∂
+

∂
∂

−=
∂
∂ ρρρρ        (3.120) 
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O

dydzdtv xxρ dydzdtv dxxx +ρ

dxdzdtv yyρ

dxdzdtv dyyy +ρ dxdydtv zzρ

dxdydtv dzzz +ρ

 
Fig. 3.26. Volum elementar de fluid pentru întocmirea bilanţului de 

materiale 
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Împărţind ambii membri prin dV şi reordonând termenii se obţine ecuaţia de 
continuitate: 

   ( ) ( ) ( ) 0=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
+

∂
∂

z
v

y
v

x
v

t
zyx ρρρρ                  (3.121) 

Ecuaţia de mai sus reprezintă expresia matematică a legii conservării masei 
şi exprimă faptul că “masa unui sistem nu se schimbă din cauza mişcării”. 
  Ecuaţia (3.121) poate căpăta diverse forme particulare: 
• Curgerea este unidirecţională (vy = vz = 0): 

   ( )
x
v

t
x

∂
∂

−=
∂
∂ ρρ      (3.121.a) 

• Regimul de curgere este staţionar (derivatele în raport cu timpul sunt 
nule): 

   ( ) ( ) ( ) 0=
∂

∂
+

∂
∂

+
∂

∂
z
v

y
v

x
v zyx ρρρ                (3.121.b) 

• Fluidul este incompresibil (ρ = const. şi Dρ/dt = 0): 

  0cu   echivalent   0 =∇=∇=







∂
∂

+
∂
∂

+
∂
∂ vv

z
v

y
v

x
v zyx ρρ          (3.121.c) 

• Fluidul este incompresibil şi curgerea este unidirecţională: 

   0=
∂
∂

x
vx       (3.121.d) 

  Toate aceste ecuaţii se referă la fluide aflate în curgere laminară, 
când vectorul viteză din orice punct al domeniului considerat nu variază ca 
direcţie. Tratarea curgerii turbulente necesită introducerea mărimilor medii 
temporale şi a celor fluctuante. Astfel, vectorul vj (unde j poate fi x, y sau z) 
se înlocuieşte cu: 
   '~

jjj vvv +=                     (3.122) 
în care jv~ reprezintă mărimea medie temporală a componentei j a vitezei, iar 
vj’ reprezintă valoarea fluctuaţiei componentei j a vitezei. Cu aceste 
modificări, ecuaţia (3.121.c) capătă forma: 

   ( ) ( ) ( ) 0~'~'~'~ =∇=+
∂
∂

++
∂
∂

++
∂
∂ vvv

z
vv

y
vv

x zzyyxx     (3.123) 

 Se constată că ecuaţiile (3.121.c) şi (3.123) sunt similare, excepţie 
făcând faptul că valorile momentane ale componentelor vitezei sunt 
înlocuite cu valorile medii temporale. 
 La curgerea în regim staţionar a unui fluid printr-o conductă de 
secţiune variabilă (fig. 3.27), acumularea este nulă şi debitul masic de fluid 
este constant: 
   321 mmm ==                 (3.124) 
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sau: 
333222111 AvAvAv ρρρ ==  (3.125) 

Dacă fluidul este incompresibil: 
321 ρρρ ==          (3.126) 

şi ecuaţia (3.125) se poate reduce 
la: 

ct. 332211 === AvAvAv      (3.127) 
 Produsul  ρvA are dimen-
siunile kg.s-1, fiind deci un debit 
masic. 
 Ţinând cont de relaţia  
existentă între debitul masic şi cel 
volumic, ecuaţia (3.127) devine:     

     
   const.  332211 ==== vmAvAvAv       (3.128) 
 Ecuaţia (3.128) este cunoscută şi ca ecuaţia debitului, ea fiind 
relaţia de legătură între viteza unui fluid (v), debitul său volumic (mv) şi aria 
secţiunii de curgere (A). Dacă secţiunea de curgere este circulară şi curgerea 
este sub presiune, ecuaţia permite calculul diametrului secţiunii de curgere: 

   
v

md v

⋅
=

π
4                     (3.129) 

 
 
3.3.4.2. Ecuaţiile de conservare a impulsului 
 
 În conformitate cu cea de a doua legi a mişcării a lui Newton, forţele 
de inerţie ale unui element de fluid în mişcare trebuie să fie egale cu suma 
forţelor externe care acţionează asupra elementului respectiv: 

  ( ) ∑==⋅= ei F
dt
mvdamF                   (3.130) 

Produsul mv reprezintă impulsul (cantitatea de mişcare) a elementului de 
fluid considerat, iar derivata sa în raport cu timpul are dimensiunile unei 
forţe. Ţinând cont de aceasta, ecuaţia de bilanţ a impulsului în regim 
nestaţionar se poate scrie ecuaţia (3.131): 
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Fig. 3.27. Conductă circulară 

de secţiune variabilă 
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 Se consideră un volum elementar de fluid dV = dxdydz izolat din 
masa unui fluid aflat în curgere izotermă, nestaţionară, după o direcţie 
arbitrară de curgere (fig. 3.28). 

  
 Transportul impulsului are loc atât prin mecanism molecular, ca 
rezultat al forţelor de frecare ce apar între straturi adiacente de fluid ce curg 
cu viteze diferite, cât şi prin mecanism convectiv, prin deplasarea masei de 
fluid sub acţiunea unui gradient de presiune. 
 Viteza de acumulare a impulsului, după direcţia x, în volumul 
considerat, este dată de produsul dintre variaţia concentraţiei impulsului în 
timp şi volum: 

  ( ) dxdydz
t
vx ⋅
∂

∂ ρ         (3.132) 

 Componenta impulsului pe direcţia x, care intră/iese în/din elementul 
de volum prin mecanism convectiv este dat de produsul dintre concentraţia 
impulsului pe unitatea de volum şi debitul volumic: 

  

                              :z  fata  pe

                              :y  fata  pe

                              :  fata  pe

dxdyvvdxdyvv

dxdzvvdxdzvv

dydzvvdydzvvx

dzzzxzzx

dyyyxyyx

dxxxxxxx

+

+

+

⋅⋅

⋅⋅

⋅⋅

ρρ

ρρ

ρρ

   (3.133) 

 Viteza cu care componenta x a impulsului intră/iese prin mecanism 
molecular în/din elementul de volum este dată de produsul dintre tensiunea 
tangenţială şi suprafaţa prin care are loc transferul: 

z

x

y

O

xxxτ dxxxx +τ
dzzzx +τ

zzxτ
dyyyx +τ

yyxτ

 
Fig. 3.28. Volum elementar de fluid pentru întocmirea bilanţului 

impulsului; componentele tensiunilor după direcţia x 
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                                         :z  fata  pe

                                       :y  fata  pe

                                        :  fata  pe

dxdydxdy

dxdzdxdz

dydzdydzx

dzzzxzzx

dyyyxyyx

dxxxxxxx

+

+

+

ττ

ττ

ττ

     (3.134) 

 Asupra elementului de volum dV mai acţionează pe direcţia x şi forţa 
de presiune şi cea gravitaţională: 
  ( ) dxdydzgdydzPP xdxxx ρ+− +                  (3.135) 
 Înlocuind (3.132) – (3.135) în ecuaţia de bilanţ (3.131), după trecere 
la limită, împărţire prin dV şi reordonarea termenilor rezultă: 
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    (3.136) 

 Similar, pentru direcţiile y şi z se pot scrie ecuaţiile: 
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 Vectorial, ecuaţiile (3.136) – (3.138) se pot scrie: 

  ( ) ( ) ( ) ( ) gPvv
t
v ρτρρ

+∇−∇+∇−=
∂

∂                  (3.139) 

 Ecuaţiile (3.136) – (3.138) pot fi scrise şi sub o altă formă. Pentru 
direcţia x, de exemplu, ecuaţia (3.136) devine: 
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     (3.140) 
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 Paranteza primului termen din membrul stâng conţine derivata 
substanţială a vitezei Dvx/dt, iar paranteza celui de-al doilea termen din 
membrul stâng este nulă, termenii săi reprezentând ecuaţia continuităţii 
curgerii, (3.121). Ca urmare, ecuaţia transferului impulsului după direcţia x, 
are în final forma: 

  x
zxyxxxx g

x
P

zyxdt
Dv ρτττρ +

∂
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∂
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∂
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=              (3.141.a) 

 În mod similar, ecuaţiile transferului de impuls după direcţiile y şi z 
au forma: 
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          (3.141.b,c) 

sau scrise vectorial: 

  gP
dt
Dv ρτρ +∇−∇=                   (3.142) 

 Ecuaţiile de conservare a impulsului deduse anterior sunt valabile 
pentru orice fluid aflat în curgere. Pentru obţinerea cazurilor particulare ale 
anumitor fluide, tensorul tensiunilor (τij) trebuie explicitat din ecuaţia 
reologică corespunzătoare. Astfel, în cazul fluidelor newtoniene, tensorul 
tensiunilor se corelează cu viscozitatea dinamică a fluidului (µ) şi cu 
gradienţii de viteză astfel: 
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 Înlocuind (3.143) în (3.141), după efectuarea calculelor şi derivarea 
în condiţiile curgerii izoterme (ρ = const. şi µ = const.) se obţin ecuaţiile 
Navier – Stokes (3.144). 
  Ecuaţiile Navier – Stokes împreună cu ecuaţiile de 
continuitate, reprezintă rezolvarea teoretică a curgerii fluidelor newtoniene. 
Integrarea acestor ecuaţii, pentru a determina valorile variabilelor vx, vy, vz, 
P, în funcţie de timp, pentru punctele unui curent de fluid, nu se poate 
realiza decât pentru cazuri simple sau simplificate.  
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 În cazul fluidelor ideale, pentru care viscozitatea este nulă, ecuaţiile 
(3.144) iau forma binecunoscută a ecuaţiilor Euler: 
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 Aceste ecuaţii sunt valabile doar în cazurile în care efectele 
viscozităţii asupra curgerii sunt neesenţiale. 
 
 
3.3.4.3. Ecuaţiile de conservare a energiei 
 
 Aceste ecuaţii exprimă matematic legea conservării energiei, cu 
ajutorul lor putându-se obţine distribuţia temperaturilor la curgerea 
neizotermă a fluidelor (ecuaţii ce vor fi prezentate în capitolul 4), precum şi 
relaţiile de calcul pentru determinarea “pierderilor de energie” prin frecare 
la curgerea fluidelor prin conducte şi utilaje. 
 La modul cel mai general, bilanţul de energie are forma (3.146): 
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 Se consideră (fig. 3.29) un tub de 
curent de secţiune variabilă, delimitat de 
secţiunile de curgere (1) şi (2). În acest 
tub de curent, schimbul de energie cu 
exteriorul constă din introducerea de 
energie mecanică (W) şi de căldură (Q) în 
sistem. Pe lângă aceste forme de energie, 
în sistem mai intervin: 
• energia potenţială (gh); 
• energia cinetică (v2/2); 
• energia internă (u); 

1
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h1

h2

W

Q

 
Fig. 3.29. Sistem pentru 

deducerea ecuaţiei Bernoulli 
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• lucrul mecanic extern (Pvs). 
 Toate aceste energii sunt raportate la unitatea masică de fluid. Pe 
baza ecuaţiei (3.146), acumularea de energie în sistem se poate scrie: 

      ( ) ( ) ( ) ( ) QWvPvPuuvvhhg
dt
dE

ss ++−+−+−+−= 221121
2
2

2
121 2

1    (3.147) 

 Ecuaţia (3.147) se mai poate scrie şi înlocuind energia internă cu 
entalpia (H) prin intermediul relaţiei: H = u + Pvs: 

  ( ) ( ) ( ) QWHHvvhhg
dt
dE

++−+−+−= 21
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2

2
121 2

1     (3.148) 

 Variaţia energiei interne (u1 – u2) se datorează pe de o parte energiei 
calorice Q introduse din exterior şi pe de altă parte energiei F rezultate din 
frecări: frecarea internă între straturile de fluid cu viteze diferite, respectiv 
frecarea externă a fluidului cu pereţii. În aceste condiţii se poate scrie: 
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Înlocuind substituţiile de mai sus în (3.147), aceasta devine în final: 

  ( ) ( ) WFdPvvvhhg
dt
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cunoscută şi ca ecuaţia Bernoulli. Pentru regim staţionar, ecuaţia Bernoulli 
capătă forma: 

  ( ) ( ) 0
2
1 2

1

2
2

2
121 =+−+−+− ∫ WFdPvvvhhg s      (3.152) 

 Dacă regimul de curgere este staţionar (dE/dt =0), curgerea este 
izotermă (T = const.) şi fluidul este incompresibil (vs1 = vs2), atunci: 

  ( ) ( ) ( ) 0
2
1

212121 =+−−+−+− WFPPvvvhhg s     (3.153) 

 Înlocuind volumul specific al fluidului funcţie de densitatea acestuia: 
vs = 1/ρ, ecuaţia (3.153) devine: 
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ρ  (3.154) 

în care: 
W energia necesară pentru transportul unităţii de masă de fluid din 

secţiunea 1 în secţiunea 2; 
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W* energia necesară pentru transportul unităţii de volum de fluid din 
secţiunea 1 în secţiunea 2; 

F energia de frecare raportată la unitatea de masă de fluid; 
F* energia de frecare raportată la unitatea de volum  de fluid; 
între care există corelaţiile: 
  ρρ FFWW == *        si        *       (3.155) 
 Dacă regimul de curgere este staţionar (dE/dt =0), curgerea este 
izotermă (T = const.), fluidul este incompresibil (vs1 = vs2), ideal (frecare 
nulă) şi nu schimbă energie cu mediul exterior (W = 0, Q = 0), atunci: 

  const. 
2
1

2
1 22

22
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11 =++=++
ρρ
PvghPvgh                 (3.156) 

 Împărţind ecuaţia (3.156) prin g, ecuaţia Bernoulli devine: 
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                (3.157) 

în care HT reprezintă energia specifică a fluidului, denumită şi sarcină 
hidrodinamică exprimată în metri coloană de fluid. Această ecuaţie se mai 
poate scrie: 
  Tpdg HHHH =++                    (3.158) 
unde sarcina hidrodinamică (înălţimea totală de ridicare a fluidului) este 
alcătuită din înălţimea geometrică (Hg), înălţimea dinamică (Hd) şi înălţimea 
statică sau piezometrică (Hp). Înmulţind cu ρg în ecuaţia (3.157) se obţine: 

  const. 
22 2

2
2

21

2
1

1 ==++=++ TPPvghPvgh ρρρρ     (3.159) 

din care se poate explicita căderea totală  de presiune din sistem, ∆PT, ca o 
sumă între căderea de presiune geometrică (∆Pg), căderea de presiune 
dinamică (∆Pd) şi căderea de presiune statică sau piezometrică (∆Pst): 

 ( ) ( ) ( )21
2
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2
121 2

PPvvhhgPPPP stdgT −+−+−=∆+∆+∆=∆
ρρ   (3.160) 

 Dacă un fluid ideal se află în curgere izotermă, în regim staţionar, 
fără schimb de energie cu mediul exterior, iar conducta este amplasată 
orizontal (h1 = h2), ecuaţia Bernoulli devine: 
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 Pentru un fluid real aflat în curgere izotermă, în regim staţionar, prin 
conducte orizontale, de secţiune constantă (v1 = v2), ecuaţia Bernoulli se 
scrie: 
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unde f are dimensiunile unei lungimi şi poartă denumirea de factor de 
frecare. 
 
 
3.4. CURGEREA ÎN SISTEME OMOGENE 
 
3.4.1. Frecarea şi căderea de presiune 
 
 La curgerea fluidelor reale în contact cu suprafeţe solide (prin 
conducte, prin aparate, peste straturi granulare sau fascicule de ţevi), o parte 
din energia mecanică a fluidului este disipată ireversibil sub formă de 
energie termică pentru învingerea rezistenţelor la curgere pe care acesta le 
întâmpină în sistem. Forţele care se opun curgerii sunt forţe de frecare. 
Frecarea generată în straturi limită adiacente frontierelor solide poartă 
denumirea de frecare de suprafaţă (Rs), în timp ce frecarea generată de 
desprinderea stratului limită poartă denumirea de frecare de formă (Rf). 
Rezistenţa totală la curgere (RT) este dată de ambele tipuri de frecări, 
ponderea fiecăreia dintre ele fiind dictată de caracteristicile sistemului şi de 
regimul de curgere. În multe cazuri, pierderea de energie suferită de fluidul 
în curgere este exprimată în termeni de presiuni, de unde şi denumirea de 
“pierdere (cădere) de presiune”. 
 Considerând o porţiune de conductă circulară dreaptă de lungime 
infinitezimală dl şi diametru D, prin care curge un fluid incompresibil, 
asupra acestuia se exercită două forţe: 
• o forţă de acţiune dFA dirijată în sensul curgerii şi rezultată din diferenţa 

de presiune dP la capetele conductei: 

  dPDAdPdFA 4

2π
==                   (3.163) 

• o forţă de rezistenţă dFR dirijată în sens contrar curgerii, rezultată din 
frecarea fluidului cu peretele; notând cu τ valoarea tensiunii tangenţiale 
în dreptul peretelui conductei, forţa de rezistenţă pe lungimea dl va fi: 

  dlDdFR τπ=                    (3.164) 
În curgere staţionară, cele două forţe sunt egale şi se poate scrie: 

  dlDdPD τππ
=

4

2

                   (3.165) 

de unde rezultă valoarea căderii de presiune: 

  dl
D

dP τ4=                    (3.166) 

 Introducând în (3.166) factorul adimensional λ, denumit coeficient 
de frecare, ecuaţia (3.166) devine: 
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  2
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 Integrând ecuaţia (3.167) cu condiţiile la limită: 
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                   (3.168) 

se obţine ecuaţia lui Fanning (ecuaţia Darcy-Weissbach), care exprimă 
căderea de presiune datorată frecării în conducte circulare drepte: 

  ][N/m     
2

2
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21 ρλ v
D
lPPP =∆=−                  (3.169) 

 Energia specifică de frecare (energia de frecare raportată la unitatea 
de masă a fluidului) se deduce din ecuaţia Bernoulli scrisă în forma 
simplificată (3.162), rezultând: 
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Ffv
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lF λλ ===                (3.170) 

în care f reprezintă aşa-numita “pierdere de sarcină”, respectiv diferenţa 
dintre sarcinile dinamice în două secţiuni ale unui tub de curent. 
 Căderea de presiune a unui fluid în curgere are două componente: 
• o componentă pentru curgerea uniformă a curentului de fluid – căderea 

de presiune liniară; 
• o componentă pentru zonele în care curgerea fluidului este neuniformă 

(din cauza modificării vitezei sale ca mărime sau ca direcţie) – căderea 
de presiune locală. 

 Căderea totală de presiune datorată frecării va fi dată de suma celor 
două căderi de presiune: 
  rllinf PPP ∆+∆=∆                   (3.171) 
 Căderile de presiune locale apar în cazul existenţei pe traseul de 
curgere a fluidului a unor rezistenţe hidraulice locale: curbe, coturi, 
ramificaţii, reducţii, ventile, diafragme, etc. Căderea de presiune prin 
rezistenţe hidraulice locale se exprimă prin relaţii de forma: 

  [m]  
2

   :sau   ][N/m  
2

2
2

2

g
vhvP rlrl ζρζ ==∆                (3.172) 

în care ζ reprezintă coeficientul adimensional al căderii locale de presiune, 
fiind specific tipului de rezistenţă hidraulică locală şi depinzând de regimul 
de curgere. 
 O metodă mai puţin exactă de estimare a căderilor de presiune locale 
constă în înlocuirea rezistenţelor hidraulice locale cu o lungime echivalentă, 
le, de conductă dreaptă, care ar produce aceeaşi cădere de presiune ca şi 
rezistenţa hidraulică locală considerată. Această lungime echivalentă se 
exprimă funcţie de diametrul interior (D) al conductei drepte: 
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  ∑= nDle                    (3.173) 
Valoarea n depinde de tipul rezistenţei hidraulice locale considerate, după 
cum reiese din tab. 3.3. 
 

Tab. 3.3.  Lungimea echivalentă a unor rezistenţe hidraulice locale 
Rezistenţa n 

Cot de 45o 15 
Cot de 90o (9,5 < d < 63,5 mm) 30 
Cot de 90o (76 < d < 152 mm) 40 
Cot de 90o (178 < d < 254 mm) 50 
Unghi de 90o 60 
Intrare în teu  
colector 60 

Ieşire din teu  
distribuitor 90 

Cruce 50 
Ventil 60 – 300 
Robinet 10 – 15 
Vană (complet deschisă) 7 
Contoare rotative 200 – 300 

 
 Ţinând seama de relaţiile (3.171), (3.169) şi (3.172), căderea totală 
de presiune la curgerea unui fluid printr-o conductă va fi dată de: 
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 Coeficienţii adimensionali λ şi ζ  pot fi determinaţi analitic (în unele 
situaţii) sau prin corelaţii empirice. 
  
 
3.4.1.1. Coeficientul căderii de presiune prin frecare (λ)  

 
Acest coeficient se poate calcula din relaţia (3.169) pusă sub forma 

criterială (la o rugozitate dată a conductei): 
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Pentru conductele cu secţiune necirculară, D se înlocuieşte cu dech. 
Pentru calculul lui λ se poate utiliza diagrama din fig. 3.30. Rugozitatea 
conductei, e, se apreciază pe baza datelor din tab. 3.4. 

  
În fig. 3.30 este trasată punctat limita domeniului de automodelare, 

în care coeficientul de frecare λ nu depinde de criteriul Re, ci numai de 
valoarea raportului dech/e. 
 Coeficientul de frecare λ se poate calcula şi cu ajutorul relaţiilor 
prezentate în continuare. 
 
• Regim laminar de curgere (Re < 2300) 

În regim laminar λ nu depinde de rugozitatea conductei ci numai de 
criteriul Reynolds: 

 

 
Fig. 3.30. Variaţia coeficientului de frecare λ în funcţie de valoarea 

criteriului Re şi de rugozitatea conductei, dech/e 
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Tab. 3.4.  Valori medii ale rugozităţii conductelor 
Conducte e, mm 

Ţevi din oţel trase şi sudate, la coroziune neînsemnată 0,2 
Ţevi din oţel, vechi şi ruginite > 0,67 
Ţevi din oţel, impregnate cu ulei de in fiert 0,125 
Ţevi din fontă pentru apă, care au fost utilizate 1,4 
Ţevi tehnice netede din aluminiu 0,015 - 0,06 
Ţevi trase, curate, din alamă, Cu, Pb; ţevi din sticlă 0,0015 - 0,01 
Ţevi din beton, suprafaţă bună, netezită prin frecare 0,3 - 0,8 
Ţevi din beton, suprafaţă grosieră cu asperităţi 3 - 9 
Conducte pentru abur saturat 0,2 
Conducte pentru abur, cu funcţionare periodică 0,5 
Conducte pentru aer comprimat de la compresoare 0,8 
Conducte pentru condensat, cu funcţionare periodică 1,0 

 

 
Re
αλ =                     (3.176) 

în care valoarea α este funcţie de secţiunea de curgere (tab. 3.5). 
 Înlocuind (3.176) scrisă pentru conducte circulare (α = 64) în ecuaţia 
Fanning (3.169) se obţine ecuaţia Hagen - Poiseuille: 

  2
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lvv
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P µρ

ρ
µ

==∆                  (3.177) 

ecuaţie care permite, de asemenea, şi determinarea viscozităţii fluidelor în 
viscozimetrul cu tub capilar: 

  
lv
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=µ                    (3.178) 

 
Tab. 3.5.  Valorile coeficientului α pentru diverse secţiuni de curgere 

Forma secţiunii dech α 
Cerc cu diametrul D D 64 
Pătrat cu latura a a 57 
Triunghi echilateral cu latura a 0,58a 53 
Inel cu lăţimea a 2a 96 
Dreptunghi de laturi a,b:   a/b ~ 0 2a 96 
Dreptunghi de laturi a,b:   a/b = 0,1 1,81a 85 
Dreptunghi de laturi a,b:   a/b = 0,25 1,60a 73 
Dreptunghi de laturi a,b:   a/b = 0,5 1,30a 62 
Elipsă de semiaxe a, b:      a/b = 0,1 1,55a 78 
Elipsă de semiaxe a, b:      a/b = 0,3 1,40a 73 
Elipsă de semiaxe a, b:      a/b = 0,5 1,30a 68 
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• Regim turbulent de curgere (Re > 2300) 
Pentru curgerea prin conducte cu pereţi netezi (sticlă, plumb, cupru, 

materiale plastice), au fost propuse numeroase relaţii de calcul pentru λ, cele 
mai importante dintre aceste fiind prezentate în tab. 3.6. 
 

Tab. 3.6.  Relaţii pentru calculul coeficientului de frecare λ la curgerea 
turbulentă a fluidelor prin conducte cu pereţi netezi 

Relaţia Ecuaţie de calcul Domeniu de valabilitate 
KOO 32,0Re5,00056,0 −+=λ  3000 < Re < 300000 
McADAMS 2,0Re184,0 −=λ  5000 < Re < 200000 
BLASIUS 25,0Re3164,0 −=λ  3000 < Re < 100000 
KARMAN, 
PRANDTL, 
NIKURADSE 

( )[ ] 2
8,0Relg2

−
−= λλ  

NIKURADSE 237,0Re221,00032,0 −+=λ  
GENEREAUX 16,0Re16,0=λ  

Re > 3000 

 
 Pentru curgerea fluidelor prin conducte cu pereţi rugoşi, valoarea 
coeficientului de frecare λ variază funcţie de materialul din care este 
confecţionată conducta. Astfel, relaţia lui Koo: 
  42,0Re056,1014,0 −+=λ                   (3.179) 
este valabilă pentru conducte din oţel şi fontă. 
 Influenţa materialului conductei asupra coeficientului λ este 
evidenţiată de relaţia lui Hopf şi Fromm: 

  
314,0

01,0 
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



=

D
kλ                    (3.180) 

în care valorile coeficientului k depind de materialul conductei (tab. 3.7). 
 

Tab. 3.7.  Valorile coeficientului k din ecuaţia (3.180) 
Materialul conductei k 

Conducte metalice noi, aproximativ netede, tablă asfaltată 1,5 
Conducte noi de fontă, de tablă sau de ciment bine netezit 2,5 
Conducte vechi din oţel (ruginite) 5 
Conducte din ciment, din fontă cu crustă, din scânduri 7 
Canale din cărămidă 10 

 
 La proiectarea instalaţiilor va trebui să se ţină seama de fenomenul 
de îmbătrânire a conductelor. Calculul căderilor de presiune se va efectua 
întotdeauna cu coeficienţii pentru ţevi vechi. 
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3.4.1.2. Coeficientul căderii de presiune prin rezistenţe locale (ζ) 
 
 În marea majoritate a cazurilor, coeficientul ζ nu poate fi calculat pe 
baze teoretice; el se determină experimental, valorile sale fiind funcţie de 
tipul rezistenţei locale şi de dimensiunile geometrice ale acesteia. În 
literatură există numeroase date privind valorile coeficienţilor ζ pentru 
diverse tipuri de rezistenţe hidraulice locale. Cele mai importante dintre 
acestea sunt redate în tab. 3.8 şi fig. 3.31. 
 Pentru curbe, valoarea coeficientului ζ se poate calcula cu relaţia: 
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în care D este diametrul conductei, R – raza de curbură, ϕ - unghiul (în 
grade sexagesimale) dintre tangentele în punctele de la extremităţile curbei. 
 

Tab. 3.8.  Valorile coeficientului ζ pentru diverse fitinguri 
şi armături redate în fig. 3.31 

Rezistenţa locală n (ec. 3.173) ζ 
Cot la 45o (a) 15 0,3 
Cot la 90o – rază standard (b) 30 - 40 0,6 – 0,8 
Cot de colţ la 90o (c) 60 1,2 
Intrare în teu colector (d) 60 1,2 
Ieşire din teu distribuitor (d) 90 1,8 
Asamblări filetate (e) neglijabil neglijabil 
Ventil normal (f) complet deschis  60 - 300 1,2 – 6,0 
Vană (g) complet deschisă 7 0,15 
Vană (g) ¾ deschisă 40 1 
Vană (g) ½ deschisă 200 4 
Vană (g) ¼ deschisă 800 16 

 
 Pentru lărgirea bruscă de secţiune, coeficientul ζ în regim turbulent 
se calculează cu relaţia: 
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în care A1 reprezintă aria secţiunii înguste, iar A2 – aria secţiunii lărgite. 
 Pentru îngustarea bruscă de secţiune, coeficientul ζ depinde atât de 
raportul ariilor celor două secţiuni (A1/A2), cât şi de regimul de curgere, aşa 
cum reiese din tab. 3.9. 
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Tab. 3.9.  Valorile coeficientului ζ  pentru lărgire bruscă de secţiune 

Raport A1/A2 Valoare 
Reynolds 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 

         10 3,10 3,10 3,10 3,10 3,10 3,10 
       100 1,70 1,40 1,20 1,10 0,90 0,80 
     1000 2,00 1,60 1,30 1,05 0,90 0,60 
     3000 1,00 0,70 0,60 0,40 0,30 0,20 
  > 3500 0,81 0,64 0,50 0,36 0,25 0,16 

 
 În cazul lărgirii continue de secţiune (în difuzoare), coeficientul ζ se 
calculează cu relaţiile: 
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Fig. 3.31. Fitinguri şi armături standard uzuale 
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în care α reprezintă unghiul la vârf al conului difuzor. 
Pentru ieşirea din ţevi se consideră ζ = 1, iar pentru intrarea în ţevi 

(dintr-un recipient) valoarea ζ depinde de forma intrării în ţeavă (fig. 3.32). 
 

Tab. 3.10. Valorile coeficientului ζ pentru intrarea în ţevi 
Fig. 3.32 a b c d e f 

ζ 0,5 0,25 0,06-0,005 0,56 3 0,5 + 0,3cos δ + 0,2cos2 δ 

  
Pentru fluidele nenewtoniene există puţine date referitoare la căderea 

de presiune prin rezistenţe hidraulice locale. Datele existente arată că în 
cazul îngustării (lărgirii) bruşte a secţiunii de curgere, sau la intrarea în ţevi, 
valorile căderii de presiune sunt de acelaşi ordin de mărime ca şi în cazul 
fluidelor newtoniene. 
 
 
3.4.1.3. Curgerea fluidelor compresibile 
 
 In cazul fluidelor compresibile – gaze şi vapori – la aplicarea 
ecuaţiei Bernoulli trebuie să se ţină cont de faptul că densitatea fluidului este 
funcţie de presiune: variaţia presiunii conduce la variaţia densităţii fluidului, 
la variaţia volumului său specific şi la variaţia vitezei sale. La curgerea 
turbulentă pe o lungime infinitezimală dl, ecuaţia Bernoulli se scrie: 

  ( ) 0
22

22

=++
v

D
dldPvvd

s λ                  (3.184) 

Poziţia conductei (orizontală, verticală, oblică) nu contează, întrucât 
forţele de inerţie (gravitaţionale) sunt neglijabile în cazul gazelor. Ţinând 
cont că între viteza gazului şi volumul său specific există o relaţie de 
legătură prin ecuaţia debitului: 

  
A
vmv sm=                    (3.185) 

în care mm  este debitul masic al fluidului, vs – volumul specific al fluidului, 
A – aria secţiunii conductei. Înlocuind în (3.184), împărţind prin vs

2 şi 

 
Fig. 3.32.  Forma intrării în ţeavă 
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integrând între punctele 1 şi 2 (pentru întreaga lungime l a conductei), se 
obţine: 

  0
2

ln
22

11

2
2

=





++






 ∫ A

m
D
l

v
dP

v
v

A
m m

ss

sm λ                 (3.186) 

în care valoarea integralei depinde numai de condiţiile de curgere (izoterme, 
politrope, adiabatice). 
 În cazul curgerii izoterme volumul specific se poate scrie: 
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iar (3.186) devine: 
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sau, introducând presiunea medie, Pm şi volumul specific mediu, vm: 
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 Când căderea de presiune ∆P = (P1 – P2) este relativ redusă 
comparativ cu presiunea P1 sau P2, primul termen este neglijabil, deoarece: 
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şi ecuaţia (3.189) devine: 
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 Pentru căderi mici de presiune (sub 10% din presiunea iniţială), 
căderea de presiune se poate calcula cu ecuaţia de calcul pentru fluide 
incompresibile, în care se substituie viteza şi densitatea fluidului cu valorile 
lor mediate aritmetic între cele două stări (1) şi (2): 
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 În cazul curgerii adiabatice, starea fluidului este definită de: 
  χχ

11 ss vPPv =                    (3.193) 
iar 
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iar indicele adiabatic χ este raportul căldurilor specifice masice: 
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 Efectuând înlocuirile, ecuaţia (3.186) devine: 
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 În cazul curgerii politrope starea fluidului este descrisă de: 
  n

s
n
s vPPv 11=                      (3.197) 

în care n reprezintă indicele politrop. Integrala din (3.186) devine: 
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iar ecuaţia (3.186) se scrie: 
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 Pentru gaze reale şi vapori se foloseşte ecuaţia Bernoulli scrisă în 
forma (3.148) pentru regim staţionar: 
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în care variaţia entalpiei, ∆H, se determină cu ajutorul diagramelor H – S 
sau T – S. 
 În cazul curgerii neizoterme, temperatura fluidului se modifică atât 
în lungul conductei, cât şi transversal. O astfel de situaţie se întâlneşte des în 
practică, la schimbătoarele de căldură, de exemplu. Variind temperatura, 
constantele fizice ale fluidului se modifică. În consecinţă, căderea de 
presiune scade prin încălzire şi creşte prin răcire. Se cunosc două metode 
empirice pentru calculul căderii de presiune a lichidelor în aceste condiţii: 
  

Metoda I 
 Se determină regimul de curgere al lichidului, calculându-se 
valoarea Re la temperatura Tm, medie aritmetică a temperaturilor de la 
extremităţile conductei. Se calculează apoi o temperatură medie, TM, cu 
relaţiile: 

 
a turbulentcurgerepentru      50,050,0

laminara curgerepentru      25,075,0
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+=

+=
                (3.201) 

în care Tp reprezintă temperatura medie a peretelui. 
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 În cazul curgerii laminare, se recalculează un număr Reynolds, Re’ 
la temperatura TM şi se determină apoi căderea de presiune cu ecuaţia lui 
Fanning (3.169), în care se consideră λ = 70/Re’. 
 În cazul curgerii turbulente, căderea de presiune se calculează 
aplicând ecuaţia (3.169) cu constantele fizice ale lichidului considerat la 
temperatura TM. 
  

Metoda II: 
 Se calculează coeficientul λ ca şi în cazul curgerii izoterme, la 
temperatura medie Tm. Această valoare calculată se împarte la: 

 
( )
( ) a turbulentcurgerepentru           02,1

laminara curgerepentru           10,1
14,0

25,0

pm

pm

µµ

µµ
                (3.202) 

unde µm, şi µp reprezintă respectiv, viscozitatea lichidului la temperatura Tm 
şi viscozitatea lichidului la temperatura Tp. Cu valoarea λ astfel corectată se 
calculează căderea de presiune folosind ecuaţia (3.169). 
 
 
3.4.2. Curgerea prin conducte 
 
3.4.2.1. Curgerea fluidelor newtoniene 
 
 La curgerea fluidelor newtoniene prin conducte, viteza fluidului este 
variabilă în secţiunile de curgere; viteza fluidului variază de la zero la perete 
până la viteza maximă în axul conductei. În cazul conductelor circulare, din 
cauza simetriei, vitezele sunt egale în puncte egal depărtate de axul 
conductei; locul geometric al vitezelor egale este format din cilindri coaxiali 
cu conducta. 
 La curgerea laminară, vitezele locale vl se repartizează după un 
paraboloid de revoluţie (fig. 3.33.a). Ecuaţia distribuţiei vitezelor locale se 
obţine din ecuaţiile Navier – Stokes (3.144) cărora li se aplică următoarele 
restricţii: 
• curgerea este laminară în direcţia axei x: vy = vz = 0; 
• regimul este staţionar: 0=∂∂ tvx ; 
• fluidul este incompresibil: 0=∂∂+∂∂+∂∂ zvyvxv zyx ; 
• forţele inerţiale sunt neglijabile: 0=== zyx ggg . 

În aceste condiţii, ecuaţiile (3.144) devin: 
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 Din ecuaţiile (3.203.b) şi (3.203.c) rezultă că presiunea este 
constantă în secţiunea transversală a conductei, iar din ecuaţia (3.203.a) şi 
condiţia de fluid incompresibil rezultă că viteza în lungul conductei este 
constantă. Ca urmare, ecuaţia (3.203.a) devine: 
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unde v = vx este viteza în lungul conductei. Trecând din coordonate 
rectangulare în coordonate cilindrice şi ţinând seama de simetria centrală în 
secţiunea conductei, se obţine: 
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Prin separare de variabile şi dublă integrare se obţine în final: 

  32

2

1 ln CrCrCv ++−=
µ

                  (3.206) 

Cele trei constante de integrare se determină din condiţiile la limită: 
• în axul conductei viteza este maximă: la r = 0, dv/dr = 0; 
• în axul conductei viteza este vM; 
• la peretele conductei viteza este nulă: la r = R, v = 0.  

Ecuaţia (3.206) devine în final: 

dvM

vl

a) b)

d

vl

vM

 
Fig. 3.33. Profilul vitezelor la curgerea prin conducte circulare:  

a – regim laminar; b – regim turbulent;  
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care este tocmai ecuaţia paraboloidului vitezelor, v reprezentând viteza 
locală a fluidului. 
 Viteza medie a fluidului se poate calcula ca raport între volumul 
paraboloidului vitezelor şi aria secţiunii de curgere: 
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Din (3.207) şi (3.208) se obţine expresia vitezei locale în funcţie de 
viteza medie a fluidului: 

 

















−=

2

1ˆ2
R
rvvl                   (3.209) 

În cazul curgerii turbulente, vitezele locale variază atât ca direcţie, 
cât şi ca valoare în orice moment. Teoria statistică a turbulenţei se bazează 
pe cunoaşterea fluctuaţiilor diferitelor mărimi ale curgerii. În curgerea 
turbulentă, peste direcţia principală de mişcare a fluidului se suprapune o 
mişcare dezordonată, fluctuantă în timp, a macroparticulelor de fluid, 
mişcare care conduce la o amestecare intensă a straturilor de fluid. Liniile de 
curent nu mai sunt paralele ca în curgerea laminară; ele se intersectează, 
apar vârtejuri orientate dezordonat faţă de direcţia principală de curgere. 
Macroparticulele de fluid au dimensiuni variabile (între 1 mm şi diametrul 
interior al conductei) şi durate de viaţă diferite. Orice mărime care 
caracterizează curgerea turbulentă într-un punct al fluidului variază în timp 
ca mărime şi ca direcţie, oscilând în jurul unei valori medii. Această 
oscilaţie poartă denumirea de fluctuaţia sau pulsaţia mărimii. Regimul 
turbulent staţionar este caracterizat prin valoarea constantă în timp a 
mărimilor medii temporale: ,~,~,~,~,~ τρ TPv etc. O mărime oarecare Ψ, 
variabilă în timp şi spaţiu, se poate scrie: 

 ),,,('),,,(~),,,,( tzyxtzyxtzyx Ψ+Ψ=Ψ                 (3.210) 
valoarea instantanee Ψ fiind deci alcătuită din valoarea medie temporală Ψ~  
şi din valoarea fluctuaţiei mărimii, Ψ’ (fig. 3.34).  

Valoarea medie temporală este definită drept: 

  ( )∫Ψ=Ψ
1

01

,,,1~ t

dttzyx
t

                  (3.211) 

t1 reprezentând un timp mult mai mare decât durata medie a fluctuaţiilor şi 
suficient de mare încât valoarea medie să nu mai depindă de timp. 
Distribuţia fluctuaţiilor, Ψ’ = f(t) arată că aceasta este numai aparent 
haotică, ea având practic o repartiţie gaussiană, turbulenţa fiind deci un 
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fenomen statistic. Se poate demonstra că valoarea medie a fluctuaţiilor este 
nulă, 0'~ =Ψ , în timp ce media temporală a valorilor absolute a fluctuaţiilor, 

'~Ψ  este o mărime diferită de zero. 

 
 Funcţie de sursa generatoare a modificării vitezei instantanee, 
deosebim o turbulenţă de suprafaţă (externă sau de perete), când 
modificarea vitezei se datorează contactului fluidului cu contururile solide şi 
o turbulenţă liberă (internă), când modificarea vitezei se datorează 
straturilor de fluid care se deplasează cu viteze diferite. 
 Tensiunile tangenţiale care apar suplimentar în masa unui fluid în 
curgere turbulentă au valori mult mai mari decât ale tensiunilor tangenţiale 
determinate de transferul molecular de impuls. Astfel, la transferul turbulent 
(convectiv) de impuls apar tensiunile tangenţiale: 
  ( )'~'' xxyxy

t
yx vvvvv +−=⋅−= ρρτ                  (3.212) 

Valoarea medie temporală a tensiunilor tangenţiale este: 
  ( ) ( )'~'~~'~~

xyxy
t
yx vvvv ρρτ −=−=                  (3.213) 

Similar se pot obţine şi mediile temporale ale tensiunilor tangenţiale 
în cazul mişcării tridimensionale. Starea de eforturi de turbulenţă se exprimă 
printr-un tensor simetric, denumit şi tensorul tensiunilor “aparente” 
turbulente: 
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Fig. 3.34. Variaţia în timp a mărimilor care caracterizează 

 curgerea, în regim turbulent  
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Tensiunile turbulente determinate de pulsaţiile vitezei în mişcare 
turbulentă se numesc tensiuni aparente sau tensiuni Reynolds. Ele sunt 
mult mai mari decât tensiunile tangenţiale moleculare în masa fluidului în 
curgere, excepţie făcând zonele din imediata apropiere a pereţilor solizi 
(zona stratului limită). Tensiunile totale sunt date de suma tensiunilor 
moleculare şi a celor turbulente: 

  '~'~~~
xy

xt
yxm vv

dy
vd ρµτττ −=+=                  (3.215) 

Dacă tensiunile tangenţiale moleculare se pot exprima analitic funcţie de 
viscozitatea fluidului şi de gradienţii de viteză, tensiunile turbulente sunt 
funcţie numai de proprietăţile fluctuante ale curgerii, neputându-se reda prin 
relaţii analitice generale. 
 Pentru curgerea turbulentă se poate defini o componentă axială 
medie în timp a vitezei, care se consideră constantă (în cazul curgerii 
staţionare) şi egală pentru toate punctele situate pe cilindri coaxiali cu 
conducta. Expresia vitezei locale într-un punct situat la distanţa r de axa 
conductei este: 
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 Viteza medie a fluidului este: 
  Mvv 84,0ˆ =                    (3.217) 
iar expresia vitezei locale devine: 
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 Repartiţia vitezelor în secţiunea conductei (fig. 3.33.b) corespunde 
unei suprafeţe de revoluţie mai puţin ascuţite decât paraboloidul vitezelor 
curgerii laminare. Şi la curgerea turbulentă apare stratul limită cu anularea 
vitezei la perete. Din cauza micşorării vitezei, în stratul limită curgerea este 
turbulentă. 
 
 
3.4.2.2. Curgerea fluidelor nenewtoniene 
 
 Pentru majoritatea cazurilor întâlnite în practică, comportarea de 
fluid nenewtonian poate fi descrisă suficient de exact fie prin ecuaţia 
reologică Ostwald – de Waele (legea puterii), fie, în cazul fluidelor 
viscoplastice,  prin ecuaţia reologică a plasticului Bingham. 
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 În cazul fluidelor viscoplastice aflate în curgere laminară şi izotermă, 
tensiunea de forfecare variază radial, de la zero în axul conductei, până la o 
valoare maximă lângă perete (fig. 3.35).  

 
În domeniul r < r0, tensiunea este mai mică decât pragul de curgere 

τ0, între straturile de lichid nu apare forfecare, iar curgerea este de tip piston, 
cu viteza uniformă v0. În domeniul r > r0, tensiunea de forfecare 
îndeplineşte condiţia τrx > τ0, are loc o curgere cu forfecare şi viteza variază 
de la v0 până la valoarea zero lângă perete. Expresia vitezei locale se obţine 
din ecuaţia simplificată a transferului de impuls în coordonate cilindrice: 

 ( ) 01
=−− rxr

dr
d

rdx
dP τ                   (3.219) 

şi ecuaţia reologică a plasticului Bingham: 

  
dr
dvx

prx µττ += 0                    (3.220) 

 Prin integrarea ecuaţiei (3.219) se obţine: 
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Egalând (3.220) cu (3.221) rezultă ecuaţia: 
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valabilă pe domeniul r > r0. Raza pistonului central se obţine din (3.221) 
pentru r = r0: 

  ( )dxdP
r 0
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=                    (3.223) 

vx= v0

τrx = τ0

τrx vx

r

x

r0

 
Fig. 3.35.  Distribuţia tensiunilor de forfecare şi a vitezelor la curgerea 

fluidului Bingham prin conducte circulare 
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 Viteza de curgere în zona inelară de forfecare rezultă prin integrarea 
ecuaţiei (3.222): 
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 Viteza de deplasare a pistonului central se obţine înlocuind în ecuaţia 
(3.224) r cu r0. 
 Debitul de fluid este dat de suma: 
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în care primul termen reprezintă debitul pistonului central, iar al doilea 
debitul zonei inelare. Înlocuind în (3.225) vitezele vl şi v0, se obţine ecuaţia 
lui Buckingham: 
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Dacă în această ecuaţie se consideră r0 = 0 (la r0 = 0, τ0 = 0; fluidul 
are comportare newtoniană), se ajunge la ecuaţia Poiseulle: 
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 Ecuaţia lui Buckingham poate fi pusă şi sub o altă formă. Din 
ecuaţia (3.221) se poate scrie: 
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iar de aici: 
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Înlocuind în (3.226) se obţine: 
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                (3.230) 

 Transpusă în coordonate cilindrice, legea puterii exprimată prin 
ecuaţia (3.20) capătă forma: 
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 Ecuaţia simplificată a transferului de impuls (3.219) se poate scrie, 
pentru un tub de lungime L: 
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Din considerente de simetrie, τ(r=0)x = 0 şi după integrare rezultă: 
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 Notând tensiunea la peretele tubului (r = R) cu τp, (3.233) se poate 
scrie: 
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Din combinarea ecuaţiilor (3.233) şi (3.234) rezultă o distribuţie 
liniară a tensiunilor de forfecare pe direcţie radială: 
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 Combinând ecuaţiile (3.231) şi (3.235) rezultă: 
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După extragerea radicalului de ordin n din ambii membri, separarea 
variabilelor şi integrare cu condiţia la limită v(R) = 0, rezultă: 
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 Ecuaţia (3.237) reprezintă profilul vitezelor pentru curgerea 
laminar-izotermă a fluidelor nenewtoniene care respectă legea puterii. 
Viteza maximă a fluidului se obţine în axa conductei, la r = 0: 
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                  (3.238) 

Înlocuind (3.238) în (3.237) se obţine: 
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 Ecuaţia (3.239) permite stabilirea profilului vitezelor la curgerea 
laminară prin conducte circulare drepte pentru mai multe categorii de fluide, 
funcţie de valoarea exponentului n (fig. 3.36): 
• n = 0 - fluid ideal (fără frecare), viteze egale în secţiunea de curgere                       

(curgere tip piston); 
• n < 1 - fluid pseudoplastic, profil parabolic aplatizat al vitezelor; 
• n = 1 - fluid newtonian, profil parabolic al vitezelor; 
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• n > 1 - fluid dilatant, profil parabolic alungit al vitezelor, la limită 
( ∞=n ) profilul vitezelor devine triunghiular (creştere liniară a vitezei 
de la perete către axa conductei). 

 
În ceea ce priveşte curgerea turbulentă a fluidelor nenewtoniene, 

aparatul teoretic este mai puţin elaborat. Toate studiile efectuate în acest 
domeniu au avut drept scop principal estimarea căderilor de presiune, 
relaţiile obţinute fiind însă mult mai puţin riguroase decât cele obţinute în 
cazul curgerii laminare. 
 
 
3.4.3. Curgerea cu suprafaţă liberă 
 
 Mecanismul curgerii lichidelor cu suprafaţă liberă este mai complex 
decât cel al curgerii sub presiune, datorită existenţei suprafeţei libere. 
Datorită viscozităţii lichidelor, distribuţia vitezelor în secţiunea de curgere 
va fi neuniformă. În zona de contact cu conturul solid viteza lichidului va fi 
nulă, crescând cu creşterea distanţei de perete. Deoarece la suprafaţa de 
contact cu aerul (sau alt gaz) tensiunea tangenţială nu este nulă (dar este 
mult mai mică decât în cazul contururilor solide, gazul fiind antrenat de 
lichid), viteza maximă a lichidului nu va fi nici la suprafaţa liberă şi nici în 
mijlocul curentului, ci la o distanţă de (0,05...0,25)h – funcţie de condiţiile 
de curgere – de suprafaţa liberă, h reprezentând adâncimea curentului de 
lichid în conductă sau canal. 

1,0
0,8
0,6
0,4
0,2
   0
0,2
0,4
0,6
0,8
1,0

0        0,5       1,0       1,5       2,0       2,5       3,0       3,5       4,0 x

M

v
v

R
r n = 0 1/3 1 3

∞=n

 
Fig. 3.36.  Distribuţia vitezelor în conducte circulare la curgerea fluidelor 

care respectă legea puterii
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 Din punct de vedere al regimului de curgere, curgerea este laminară 
până la Resl < 500, turbulentă pentru Resl > 10000 şi intermediară pentru 
valori Re cuprinse între 500 şi 10000. Numărul Reynolds pentru curgerea cu 
suprafaţă liberă are expresia: 

  
µ

ρ⋅⋅
=

vrh
slRe                    (3.240) 

în care rh reprezintă raza hidraulică definită prin ecuaţia (3.102). 
 
 
3.4.3.1. Curgerea prin canale 
 
 La curgerea prin canale se ţine cont de faptul că presiunea este egală 
(de obicei atmosferică) în tot lungul canalului, iar dacă înclinarea (panta) 
canalului este uniformă, viteza lichidului este constantă. 

 În curgere izoterm-uniformă, 
pentru situaţia redată în fig. 3.37, 
ecuaţia Bernoulli are forma: 

fPgZgZ ∆+= 21 ρρ     (3.241) 
deoarece v1 = v2 şi P1 = P2 = P. Din 
ecuaţia (3.241) rezultă că mişcarea 
uniformă cu suprafaţă liberă are loc 
doar dacă Z1 > Z2 (canalul este 
înclinat).  

Panta canalului va fi: 

L
ZZI 21 −=             (3.242) 

sau, ţinând cont de relaţia (3.241): 

j
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 Întrucât la curgerea turbulentă prin conducte şi canale cu alte 
secţiuni decât circulare, căderea de presiune (∆Pf) şi coeficientul de frecare 
λ se pot determina cu aceleaşi relaţii ca şi pentru curgerea prin conducte 
circulare, cu observaţia că diametrul interior al conductei circulare se 
înlocuieşte cu diametrul echivalent, dech sau se exprimă în termeni de rază 
hidraulică, rh. În aceste condiţii, ecuaţia lui Fanning capătă forma: 
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unde λgC 8=  este coeficientul lui Chézy. 
 Ecuaţia (3.244) se poate mai poate scrie sub forma: 

L

θ

1 2

h

Z

 
Fig. 3.37.  Elemente de calcul ale 

curgerii prin canale 
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  hrICv ⋅=                    (3.245) 
sau în termeni ai debitului volumic: 
  hv rICAAvm ⋅⋅=⋅=                   (3.246) 
 Coeficientul lui Chézy se poate calcula fie determinând pe λ funcţie 
de regimul de curgere şi de rugozitatea pereţilor canalului, fie cu relaţii 
empirice de tipul: 

  611
h

r

r
n

C =                    (3.247) 

în care coeficientul nr depinde de rugozitatea pereţilor (tab. 3.11). 
 

Tab. 3.11.  Valorile coeficientului nr din ecuaţia (3.247) 
Natura peretelui canalului nr 

Fontă curată, nouă 0,012 
Tablă bituminată, în exploatare 0,012 
Tablă nituită transversal şi longitudinal 0015 – 0,019 
Suprafeţe lăcuite sau emailate 009 
Beton netencuit 0013 – 0,016 
Beton sclivisit 0,011 – 0,012 
Azbociment 0,011 
Cărămidă 0013 
Tuburi de argilă arsă, pentru drenaj 0013 
Conducte de canalizare vitrificate 0,014 
Stâncă căptuşită 0,020 – 0,025 
Canale în loess 0,017 
Canale cu pereţi acoperiţi cu argilă 0,022 

 
 Deoarece curgerea prin canale se întâlneşte cu precădere la 
transportul tehnologic al apelor uzate, apelor pluviale şi menajere, viteza 
medie liniară trebuie să aibă o valoare mai mare decât viteza minimă de 
curgere (care corespunde vitezei minime ce împiedică depunerea 
particulelor solide în suspensie – pentru ape decantate care curg în canale 
deschise: vmin > 0,4 m/s) şi mai mică decât viteza maximă (care determină 
erodarea pereţilor: vmax < 7 m/s pentru tuburi metalice; < 4 m/s pentru tuburi 
din beton; < 1,2 m/s pentru pereţi din cărămidă sau argilă). Corespunzător 
vitezelor minime, conform ecuaţiei (3.245) rezultă şi panta minimă a 
canalului. 
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3.4.3.2. Curgerea peliculară 
 
 Curgerea unei pelicule subţiri de lichid pe o suprafaţă plană, 
verticală sau înclinată, este deosebit de importantă pentru transferul de 
căldură la condensarea vaporilor pe suprafaţă.  

Abordarea teoretică a acestui tip de curgere este dificilă datorită 
apariţiei valurilor pe suprafaţa liberă. La debite foarte mici (Re < 20) filmul 
de lichid este lipsit de valuri. La creşterea debitului, curgerea rămâne 
laminară, dar apar valuri pe suprafaţa liberă. La Re > 1600, curgerea devine 
turbulentă şi prezenţa valurilor se menţine. 

 
 Pentru o zonă din filmul stabilizat, suficient de îndepărtată de 
capetele peretelui vertical (fig. 3.38.a), componenta z a ecuaţiei de 
conservare a impulsului se scrie: 

  g
y
yz ρ

τ
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∂
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                   (3.248) 

 Înlocuind expresia tensiunii tangenţiale din  modelul Ostwald - de 
Waele, se obţine: 
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din care, prin integrare, se obţine: 
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Distributia
vitezelor

Distributia
tensiunilor

a)                                                          b)
Fig. 3.38.  Curgerea în film subţire 

a –lichide newtoniene, pseudoplastice, dilatante; b – lichide viscoplastice;  
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Deoarece 0=∂∂ yvz  pentru y = 0, se obţine constanta de integrare 
C1 = 0. Integrând (3.250) se obţine: 
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din care, pentru y = δ, vz = 0, iar a doua constantă de integrare este: 
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 Înlocuind (3.252) în (3.251) se obţine distribuţia vitezelor pe 
grosimea filmului: 
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 Viteza maximă a lichidului se obţine din (3.253) pentru y = 0: 

  
n

n

a
zM

g
n

nv
1

1

1 















+
= +δ

µ
ρ                   (3.254) 

Expresia vitezei locale funcţie de viteza maximă este: 
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 Debitul volumic de lichid se poate calcula cu relaţia: 

  ∫=
δ
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dyvBm zv                    (3.256) 

în care B este lăţimea filmului de lichid. După înlocuirea vitezei locale din 
ecuaţia (3.253) şi integrare, expresia debitului volumic devine: 
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 Viteza medie de curgere se poate calcula ca raport între debitul 
volumic (mv) şi secţiunea de curgere (Bδ): 

  n
nn

a
z

g
n
nv

11

12
ˆ

+









+

= δ
µ
ρ                   (3.258) 

 Viteza medie se poate exprima şi în funcţie de viteza maximă: 
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n
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iar viteza locală poate fi exprimată în funcţie de viteza medie: 
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 Evident, pentru curgerea fluidelor newtoniene, în ecuaţiile (3.249) - 
(3.260) se consideră n = 1. 
 În cazul lichidelor viscoplastice, există o zonă de lichid cu deplasare 
totală (fig. 3.38.b). Ecuaţia mişcării pe direcţia  z se poate scrie: 

  g
dx

d xz ρτ
=                    (3.261) 

Integrând (3.261) în ipoteza că suprafaţa liberă este lipsită de valuri rezultă: 
  ( )xgxz −−= δρτ                    (3.262) 
în care δ este grosimea filmului. Din ecuaţie rezultă că tensiunea de 
forfecare variază liniar, având o valoare maximă la perete şi anulându-se la 
suprafaţa liberă. 
 Un lichid cu prag de tensiune τ0 va curge doar dacă τxz depăşeşte 
valoarea critică τ0. Când |τxz| < τ0 corpul se comportă ca un solid, iar pentru 
|τxz| > τ0 va curge ca un lichid viscos. Conform ecuaţiei (3.262) condiţia de 
curgere este: 
  ( ) 0τδρ >− xg                    (3.263) 
de unde: 

  0
0 x
g

x ≡−<
ρ
τδ                    (3.264) 

Domeniul de curgere va fi cuprins între limitele: 

  
g

x
ρ
τδ 00 −<≤                    (3.265) 

Pentru valori absolute ale tensiunii tangenţiale τxz mai mici sau cel mult 
egale cu pragul de curgere, lichidul se deplasează ca un piston. Ecuaţia 
(3.262) devine: 
  ( ) 0τδρ ≤− xg                    (3.266) 
iar limitele acestui domeniu vor fi: 

  δ
ρ
τδ ≤<− x

g
0                    (3.267) 

Combinând (3.265) cu (3.267), rezultă că pentru condiţia: 

  
gρ
τδ 0≤                     (3.268) 

nu mai există zonă de curgere. Grosimea δ a filmului este suficient de 
mică încât tensiunea de forfecare la perete (τxz) este mai mică decât pragul 
de curgere (τ0). Datorită acestui fapt se explică, de exemplu, fenomenul de 
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menţinere a vopselelor proaspete (lichide viscoplastice) pe suprafeţe 
verticale. 
 
 
3.4.4. Curgerea prin orificii, ajutaje, baraje, deversoare, preaplinuri 
 
3.4.4.1. Orificii 

 
Prin orificiu se înţelege o deschidere practicată într-un perete de 

grosime mică. La trecerea fluidului prin orificiu vâna de fluid este în contact 
numai cu muchia interioară a orificiului, grosimea peretelui neinfluenţând 
practic curgerea fluidului. 

Orificiile pot fi: 
• în perete orizontal (fig. 3.39.a), înclinat sau vertical (fig. 3.39.b); 
• mici sau mari în perete vertical; orificiile mici au dimensiunea verticală 

mai mică decât jumătate din sarcina hidraulică a orificiului; 
• înecate (fig. 3.39.c) sau neînecate; la orificiile înecate vâna de fluid care 

iese din orificiu pătrunde într-un vas în care se află un fluid de aceeaşi 
natură. 

La curgerea fluidului printr-un orificiu se constată “efectul 
orificiului”: liniile de curent converg înainte de a ajunge la orificiu, vâna de 
fluid se contractă, convergenţa continuând pe o anumită distanţă şi după 
orificiu. Raportul dintre aria secţiunii minime a vânei de fluid, Ac şi aria 
orificiului, Ao se numeşte coeficient de contracţie Cc: 

h1

v1

A   P1

Pc Ac, vc

a

h1

v1

A   P1

Ac
vc

b

h1
v1

A   P1

Ac, vc

c
 

Fig. 3.39.  Tipuri de orificii 
a – de fund; b – în perete vertical neînecat; c – în perete vertical, înecat 
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o

c
c A

AC =                    (3.269) 

Întrucât la trecerea prin orificiu fluidul întâmpină o rezistenţă 
hidraulică (suferă o cădere de presiune, ∆Pf), viteza reală a fluidului în 
secţiunea minimă, vcr, este mai mare decât viteza teoretică pe care ar avea-o 
fluidul prin aceeaşi secţiune, vc, dacă ar fi considerat ideal. Raportul dintre 
aceste două viteze se numeşte coeficient de viteză, Cv: 

  
occ

cr
v v

vC
ζα +

==
1                   (3.270) 

în care αc este coeficientul de corecţie al energiei cinetice (unitar în cazul 
curgerii turbulente), iar ζo ~ 0,06 este coeficientul căderii locale de presiune 
pentru orificiu. 
 Ca urmare a reducerii vitezei fluidului se reduce şi debitul de fluid, 
fapt de care se ţine seama prin coeficientul de debit, Cd: 

  
2

1 





 ⋅−

⋅
=

vc
o

vc
d

CC
A
A

CCC                   (3.271) 

în care A este aria secţiunii de curgere înainte de orificiu. 
 Coeficienţii Cc, Cv şi Cd sunt funcţie de valoarea numărului 
Reynolds pentru orificiu. Uzual pentru Reo > 3000: 
  6,0     0,1...98,0     62,0 ≈≈≈ dvc CCC                 (3.272) 
 Diferenţa de presiune pe care o determină un dispozitiv de 
strangulare de tipul orificiului poate servi ca măsură pentru determinarea 
vitezei sau debitului unui fluid, pe acest principiu fiind realizate 
debitmetrele diferenţiale (cu diafragmă, cu ajutaj, cu tub Venturi, etc.). 
 La curgerea unui fluid printr-un orificiu, neglijându-se căderea de 
presiune prin orificiu, ecuaţia Bernoulli capătă forma: 
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                  (3.273) 

Ţinând seama de ecuaţia continuităţii: 
  cvoccrc vCACvAvA ⋅⋅⋅=⋅=⋅ 1                  (3.274) 
şi efectuând substituţia în (3.273) rezultă expresia vitezei fluidului: 
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sau: 
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în care prin h s-a notat sarcina hidraulică a orificiului: 

  
g
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 Debitul de fluid prin orificii va fi dat de relaţia: 
  ghACvAm odcrcv 2⋅=⋅=                  (3.278) 
care este binecunoscuta ecuaţie a lui Torricelli. 
 Ecuaţiile (3.276) şi (3.278) sunt aplicabile şi în cazul curgerii unui 
lichid printr-un orificiu practicat în fundul sau peretele vertical al unui 
rezervor, cazuri în care sarcina orificiului va fi: 
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în care h1 are semnificaţia corespunzătoare notaţiilor din fig. 3.38. De 
asemenea, atunci când ∆P < 0,01P1, ecuaţiile respective pot fi utilizate - fără  
a introduce erori prea mari – şi pentru calculul vitezei sau al debitului 
volumic la curgerea fluidelor compresibile. 
 
3.4.4.2. Ajutaje 
 
 Ajutajele sau duzele au rolul de a dirija jetul de fluid care trece 
printr-un orificiu (fig. 3.40).  

θ

a              b

c          d          e  
Fig. 3.40.  Tipuri de ajutaje 

a – cilindric exterior; b – cilindric 
interior; c – tronconic divergent;  

d – tronconic convergent; e – conoidal 

P0

Ac, vc

h1 L

Pa
v
Aa

 
Fig. 3.41.  Ajutaj cilindric exterior 
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În cazul unui ajutaj cilindric exterior (fig. 3.41) prevăzut la un 
orificiu practicat în peretele vertical al unui rezervor, ajutajul va funcţiona 
cu toată secţiunea sa după distanţa L = 3da, da fiind diametrul ajutajului. 

Ecuaţia lui Bernoulli capătă forma: 
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unde ζa = 0,5 este coeficientul de rezistenţă locală la curgerea prin ajutaj. 
 În aceste condiţii: 

  
g

vh
2
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1 =                    (3.281) 

  1281,0 ghv =                    (3.282) 

  12ghACvAm adov ⋅=⋅=                  (3.283) 
unde Aa este aria secţiunii ajutajului, iar Cd = 0,81...0,85 este coeficientul de 
debit la curgerea prin ajutaj. Comparând coeficientul de debit al ajutajului 
(0,81...0,85) cu coeficientul de debit al orificiului (0,60), se poate constata 
că debitul de lichid la curgerea printr-un orificiu prevăzut cu ajutaj este mai 
mare. 
 În cazul unui ajutaj cilindric interior (fig. 3.40.b), în regim turbulent 
de curgere, coeficientul de debit are valori cuprinse între 0,50...0,54 dacă L 
< 3da, respectiv de 0,71 dacă L > 3da. 
 În cazul unui ajutaj tronconic convergent (fig. 3.40.c), coeficientul 
de debit este funcţie de unghiul θ. Valoarea maximă (0,946) a coeficientului 
se obţine pentru θ = 130 24’. 
 
 
3.4.4.3. Baraje 
 
 Barajul este un obstacol transversal pe direcţia de curgere a 
lichidului dintr-un canal. Curgerea lichidelor prin baraje se poate asemăna 
cu curgerea printr-un orificiu a cărui înălţime nu este în întregime plină cu 
lichid. 
 Viteza lichidului la ieşirea dintr-un orificiu situat la distanţa h de 
nivelul lichidului (şi când deasupra lichidului şi în afara orificiului este 
aceeaşi presiune) se calculează cu ecuaţia lui Torricelli în forma: 
  ghCv 2=                    (3.284) 
 Aplicând această ecuaţie unui strat orizontal de grosime dh care se 
găseşte la adâncimea h faţă de nivelul suprafeţei libere a lichidului, 
considerată la o distanţă destul de mare de baraj pentru a nu fi influenţată de 
acesta, se obţine pentru debitul din stratul orizontal considerat expresia: 
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  dhLghCdhLvdmv ⋅⋅=⋅⋅= 2                  (3.285) 
unde L este lungimea crestei barajului (fig. 3.42.a). 
 Integrând pe toată grosimea h a stratului de lichid se obţine: 

  ∫ ⋅⋅=⋅=
h

v hgLCdhhgLCm
0

2321 2
3
22                 (3.286) 

Cu valoarea medie C = 0,626, se ajunge la ecuaţia: 
  2384,1 hLmv ⋅=                    (3.287) 
Alte forme de baraje, precum şi ecuaţiile de calcul pentru debit sunt redate 
în fig. 3.42 şi în tab. 3.12. 

 
Tab. 3.12.  Calculul debitului prin baraje 

Forma barajului Expresia debitului Observaţii 

Orizontală (a) 5,184,1 Lhmv =  
Dacă L este suficient de 
mare pentru a putea neglija 
efectele de margine 

Rectangulară (b) ( ) 152,084,1 hhLmv −=   
Trapezoidală (c) 5,184,1 Lhmv =  Panta pereţilor egală cu 4:1 

Triunghiulară (d) ( )[ ] 47,2996,02tg34,1 hmv α=
Pentru măsurarea debitelor 
care variază în limite largi 

Curbă Chmv =  Aplicabil dacă se verifică 
relaţia: Lh0,5 = constant 

h
dh

L

L

L

h

h

h

α

a

b

c

d

 
Fig. 3.42. Tipuri de baraje 

a – orizontal; b – dreptunghiular; c – trapezoidal; d - triunghiular 
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3.4.4.4. Deversoare 
 
 Deversorul sau preaplinul este o conductă - de obicei cu secţiune 
circulară - având marginea superioară într-un plan orizontal peste care 
deversează un lichid, fără a umple în întregime secţiunea deversorului (fig. 
3.43). Astfel de dispozitive se întâlnesc frecvent  în interiorul coloanelor cu 
talere, asigurând trecerea descendentă a lichidului de pe un taler pe altul. 

 Pentru deversoare circulare 
cu diametrul D, debitul se poate 
determina cu relaţia lui Gourley: 
 4,147,1 Lhmv =          (3.288) 
aplicabilă dacă h < 0,2D. L 
reprezintă perimetrul interior al 
marginii deversorului. 
 Pentru deversoare circulare 
sau dreptunghiulare, la care are 
loc o comprimare laterală, debitul 
se poate calcula cu relaţia: 
 32773,1 dv Lhm =      (3.289) 
în care L = πD este perimetrul 
deversorului, iar hd este înălţimea 

dinamică a lichidului, deasupra deversorului. 
 O relaţie frecvent întâlnită în calculul hidraulic al coloanelor de 
separare este: 

  
32

667,0 





=

D
mkh v

dd π
                  (3.290) 

în care kd = 1,0...1,2 este un factor de corecţie care ţine seama de efectul de 
comprimare al pereţilor coloanei. 
 
 
3.5. CURGEREA ÎN SISTEME ETEROGENE 
 
 Multe operaţii unitare întâlnite în industria alimentară sau în 
biotehnologii au loc în sisteme eterogene gaz-lichid, gaz-solid, lichid-lichid, 
lichid-solid, gaz-lichid-solid. În majoritatea cazurilor, aceste sisteme se 
găsesc în mişcare, comportându-se fie ca un sistem pseudo-omogen, fie ca o 
fază dispersă care curge printr-o fază continuă. Se pot menţiona ca exemple: 
hidrotransportul şi spălarea legumelor şi fructelor, transportul pneumatic al 
cerealelor şi făinurilor, uscarea produselor pulverulente şi granulare în strat 
fluidizat, curgerea lichidelor peste un fascicol de ţevi în schimbătoarele de 
căldură, sedimentarea particulelor solide într-un lichid în procesele de 

h D

 
Fig. 3.43. Deversor 
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sedimentare şi filtrare, curgerea gazelor prin straturi granulare stropite cu 
lichide în procesele de absorbţie, curgerea picăturilor unui lichid într-un alt 
lichid nemiscibil în procesele de extracţie lichid-lichid şi enumerarea poate 
continua. Curgerea în sisteme eterogene este deosebit de importantă pentru 
toate procesele fundamentale de transfer: de impuls, de căldură, de masă. 
 
 
3.5.1. Curgerea bifazică sub presiune 
 
 Acest tip de curgere (lichid-gaz sau lichid-vapori) este frecvent 
întâlnit cu precădere în conductele de transport a gazelor condensabile, în 
evaporatoare, condensatoare, refierbătoare, coloane de absorbţie, etc. 
 Dat fiind faptul că procesul curgerii bifazice este deosebit de 
complex, descrierea sa necesitând minimum 12 variabile, respectiv 
minimum 9 criterii de similitudine determinante, tratarea riguros matematică 
fiind practic imposibilă, studiile experimentale efectuate s-au limitat doar la 
curgerea sistemelor lichid-gaz prin conducte, în regim staţionar şi izoterm. 
 La curgerea simultană a două faze fluide nemiscibile printr-o 
conductă, distribuţia fluidelor (fig. 3.44) va fi funcţie de orientarea 
conductei, debitele fluidelor, viteza de modificare a mişcării unui fluid, etc. 

  
Pentru aproximarea tipului de curgere se pot folosi diagramele din 

fig. 3.45 sau datele din tab. 3.13 (date valabile pentru lichide cu viscozitate 
până la 0,1 kg/(m.s) şi gaze având densitatea aproximativ egală cu cea a 
aerului). 
 Parametrii care intervin în corelările grafice din fig. 3.45 se 
determină cu relaţiile: 

 

bule

piston

stratificata

unde

inelara

bule piston inelara

Fig. 3.44.  Tipuri de curgere bifazică prin conducte orizontale şi verticale 
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21

9982,1 







⋅= LG ρρϕ                    (3.293) 

Picaturi

Spuma
Inelara

Unde

Dopuri

Piston

Stratificata

mL

mG

m
m

ϕψ

ϕ
mGm

a

b

Film

Picaturi

Bule Dopuri Spuma

vL

vG

m
m

vL

 
Fig. 3.45. Limitele domeniilor la curgerea bifazică  

a – orizontală; b – ascendent - verticală 



TRANSFERUL DE IMPULS 

 
 
111
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3 99810073,0
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


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L
L

L ρ
µ

σ
ψ                  (3.294) 

în care: 
ρL şi ρG - densităţile lichidului şi gazului, în condiţiile de operare, kg.m-3; 

0
Gρ  - densitatea gazului la 273 K şi 0,1 MPa, kg.m-3; 

Lµ   - viscozitatea lichidului, kg.m-1.s-1; 

Lσ  - tensiunea superficială a lichidului, N.m-1; 

vLm  - debitul volumic de lichid, m3.s-1; 
0
vGm  - debitul volumic de gaz, în condiţii normale, m3.s-1. 

 
Tab. 3.13.  Tipuri de curgere bifazică 

Poziţia conductei Tipul curgerii orizontală verticală ascendentă 

Cu bule (tip spumă) vl = 1,5...5,0 m/s 
vg = 0,3...3,5 m/s vg < 0,6 m/s 

Tip piston sau dop vl < 0,6 m/s 
vg < 1,0 m/s vg = 0,6...9,0 m/s 

Stratificată vl < 0,15 m/s 
vg = 0,6...9,0 m/s - 

Inelară (în film) vg > 6,0 m/s vl < 0,6 m/s 
vg > 9,0 m/s 

Ceaţă vg > 60 m/s vg > 20 m/s 
 

 Vitezele medii liniare ale lichidului şi gazului (vL şi vG) sunt 
calculate pentru întreaga arie a secţiunii conductei, iar parametrii ϕ şi ψ sunt 
factori de corecţie pentru presiune şi temperatură cu care datele de bază – 
stabilite pentru sistemul apă-aer la 293 K şi 0,1 MPa – pot fi adaptate la 
condiţiile de operare pentru alte fluide. 
 Dată fiind complexitatea curgerii bifazice, nu există corelări analitice 
care să permită calculul căderii de presiune. În cazul curgerii bifazice prin 
conducte orizontale, căderea totală de presiune este mai mare decât suma 
algebrică a căderilor de presiune estimate pentru curgerea separată a fiecărei 
faze, în special datorită consumurilor suplimentare de energie determinate 
de prezenţa interfeţei şi de variaţia poziţiei acesteia în lungul conductei. 
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3.5.2. Curgerea peste corpuri solide 
 
 Cu excepţia situaţiilor în care curgerea fluidului este turbulentă (caz 
în care trebuie să se ţină seama de intensitatea turbulenţei), la determinarea 
rezistenţei la înaintare se ţine seama de viteza relativă dintre faze; nu 
contează care dintre faze este faza staţionară. Rezistenţa la înaintare fiind o 
funcţie complexă de mai multe variabile (proprietăţile fluidului şi regimul 
de curgere, natura şi mărimea forţelor exterioare care acţionează asupra 
sistemului, forma, dimensiunile, concentraţia, orientarea şi traiectoria 
particulelor solide), nu poate fi determinată analitic decât în cazuri simple 
sau simplificate, în celelalte situaţii fiind necesară utilizarea unor corelaţii 
empirice sau semiempirice. 
 
 
3.5.2.1. Curgerea unui fluid peste corpuri solide imersate 
 
 Un fluid care curge în jurul unui corp solid imersat întâmpină din 
partea acestuia o rezistenţă, rezistenţă datorată tensiunilor tangenţiale la 
perete (rezistenţa de suprafaţă, Rs) şi presiunii pe care fluidul o exercită 
asupra conturului solid (rezistenţa de formă, Rf). Rezistenţa totală este 
determinată de suma acestor componente integrată pe toată suprafaţa 
corpului. 
 Se consideră o particulă sferică de diametru dp imersată într-un fluid 
newtonian aflat în curgere laminară izotermă (fig. 3.46). Condiţia de curgere 
laminară este Rep < 0,1, numărul Reynolds pentru particulă fiind: 

 
µ

ρ p
p

dv ⋅⋅
= ∞Re   (3.295) 

în care ∞v  reprezintă viteza uniformă 
de mişcare a fluidului la o distanţă 
suficient de mare de particulă pentru 
a nu fi influenţată de aceasta, iar ρ şi 
µ reprezintă densitatea, respectiv 
viscozitatea fluidului. 
 În fiecare punct al sferei 
există o presiune normală la 
suprafaţă. Forţa rezultantă, ce 
acţionează în direcţia z, direcţia în 
care are loc curgerea, se determină 
dacă se integrează pe întreaga 
suprafaţă a sferei produsul dintre 

presiune şi o suprafaţă elementară. În final se obţine: 

θ

φ

RFn

Ft

x

y

z

directia 
de curgere∞v

 
Fig. 3.46. Curgerea în jurul unei 

particule sferice solide 



TRANSFERUL DE IMPULS 

 
 
113

∞+= RvgRFn πµρπ 2
4
3 3            (3.296) 

în care primul termen din membrul drept reprezintă forţa ascensională, Fa, 
iar al doilea termen reprezintă rezistenţa de formă, Rf. În fiecare punct există 
o forţă ce acţionează tangenţial, cauzată de tensiunea de forfecare. 
Componenta z a acestei forţe rezultă prin integrarea pe întreaga suprafaţă a 
sferei, a produsului dintre tensiunea tangenţială şi o suprafaţă elementară, ea 
reprezentând rezistenţa datorită frecării: 
  ∞== RvRF st πµ4                   (3.297) 
 Forţa totală ce acţionează asupra sferei va fi: 

  

∞

∞∞

+=

=++=

=++=+=

RvgR

RvRvgR

RRFFFF sfatn

πµρπ

πµπµρπ

6
3
4

42
3
4

3

3                  (3.298) 

 Forţa totală este formată din doi termeni: primul se datorează forţei 
ascensionale care se manifestă asupra sferei independent de condiţiile de 
curgere ale fluidului, iar cel de-al doilea, rezistenţa la înaintare, trebuie 
asociat numai cu fluidul în curgere. Pentru fluide statice, acest termen este 
nul. Forţa dată de cel de-al doilea termen este cunoscută sub denumirea de 
legea lui Stokes: 
  ∞∞ ==+= vdRvRRR pfsi πµπµ 36                  (3.299) 
Datele experimentale au confirmat valabilitatea legii lui Stokes până la 
valori Rep < 2. Ecuaţia (3.299) se poate scrie şi sub forma: 

  ∞
∞ == RvvRRi πµρξπ 6
2

2
2                            (3.300) 

de unde se exprimă factorul de formă ξ: 

  
pp vd Re

2424
==

∞ρ
µξ                   (3.301) 

 În diagrama din fig. 3.47 este redată dependenţa factorului de formă 
ξ de numărul Rep pentru particule de diverse forme. În domeniul de curgere 
Stokes (Rep < 2) este valabilă relaţia (3.301). Pentru domeniul de curgere 
intermediar Allen (2 < Rep < 1000) datele experimentale se pot corela prin 
ecuaţia: 
  ( ) 6,0Re5,18 −= pξ                              (3.302) 
iar pentru domeniul de curgere Newton (103 < Rep < 105) factorul de frecare 
este constant, pentru particule sferice având valoarea:   

ξ = 0,44                             (3.303) 
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3.5.2.2. Mişcarea particulelor solide printr-un fluid 
 
 În cadrul proceselor de prelucrare din biotehnologii şi din industria 
alimentară se întâlnesc numeroase cazuri când granule, picături sau bule de 
gaz se deplasează în masa unui fluid. Astfel de curgeri stau la baza 
proceselor de separare a suspensiilor solid-lichid şi solid-gaz, a extracţiei 
lichid-lichid, a absorbţiei, a umidificării gazelor, etc. 
 Pentru stabilirea unor relaţii cantitative în cazul mişcării unor 
particule printr-un fluid, se introduc următoarele ipoteze simplificatoare: 
particula are formă sferică, mişcarea sa este uniformă, unidirecţională şi 
individuală (neinfluenţată de prezenţa altor particule sau a pereţilor solizi 
care mărginesc sistemul), fluidul este staţionar. 

Pentru ca particula să se deplaseze printr-un fluid staţionar este 
necesar ca să existe o diferenţă între densitatea particulei, ρp şi densitatea 
fluidului, ρf, iar asupra particulei să acţioneze o forţă externă (gravitaţională, 
centrifugală, etc.). 

ξ

µ
ρ p

p

dv ⋅⋅
= ∞Re

1 - particule sferice
2 - particule cilindrice
3 - discuri

 
Fig. 3.47.  Dependenţa coeficientului de rezistenţă ξ de numărul Rep 
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 Dacă forţa externă este forţa gravitaţională, asupra particulei vor 
acţiona următoarele forţe (fig. 3.48): 
• forţa externă (gravitaţională): 

  g
d

gVgmG p
p

ppp ρ
π

ρ
6

3

===       (3.304) 

• forţa de plutire (forţa arhimedică): 

  g
d

gVgmF f
p

fpfa ρ
π

ρ
6

3

===       (3.305) 

• forţa de rezistenţă a mediului la înaintarea particulei: 

  
422

22
0

2
0 p

ffs

dvAvR
π

ρξρξ ==                  (3.306) 

în care mp, ρp, Vp, dp reprezintă 
respectiv: masa particulei, 
densitatea particulei, volumul 
particulei, diametrul particulei; 
mf este masa de fluid dislocuită 
de particulă, ρf este densitatea 
fluidului, A este aria proiecţiei 
corpului pe un plan normal pe 
direcţia mişcării, v0 este viteza 
terminală, ξ este factorul de 
formă, iar g este acceleraţia 
gravitaţională. 
 Forţa de rezistenţă a 
mediului, Rs, este orientată 
întotdeauna în sens contrar 
rezultantei dintre forţa gravita-
ţională şi forţa ascensională. 

 În cazul particulelor având ρp > ρf  mişcarea este în sensul forţei 
gravitaţionale (fig. 3.48.a), în timp ce în cazul particulelor cu ρp < ρf, 
deplasarea este în sensul forţei ascensionale (fig. 3.48.b). 

În absenţa forţei Rs, particula s-ar mişca uniform accelerat. Această 
forţă este funcţie de viteza mişcării particulei. Ea creşte până când rezistenţa 
mediului egalează greutatea corpului, adică: 
  sa RFG =−                    (3.307) 
La îndeplinirea condiţiei (3.307), particula se deplasează uniform, cu viteză 
constantă. Această viteză este tocmai vt, viteză denumită viteză terminală 
(viteză critică, viteză de sedimentare, viteză de plutire, viteză de planare). 
Din (3.304) – (3.307) rezultă expresia vitezei terminale: 

a                  b

Fa

Rs

Rs

Fa

G

G

 
Fig. 3.48.  Forţe care acţionează asupra 
unei particule sferice care se deplasează 

printr-un fluid 
a) G > Fa ; b) G < Fa. 
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sau expresia coeficientului de rezistenţă a mediului: 

  
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 Ecuaţiile (3.308) şi (3.309) sunt valabile atât în cazul deplasării 
uniforme a particulelor sferice prin fluide newtoniene cât şi în cazul 
deplasării lor prin fluide nenewtoniene. 
 În cazul deplasării particulelor prin fluide newtoniene, pentru 
calculul coeficientului de rezistenţă ξ sunt valabile relaţiile (3.301 - 3.303). 
 Determinarea vitezei terminale cu relaţia (3.308) se poate face numai 
prin aproximări succesive, întrucât v0 este funcţie de ξ care la rândul sau 
este funcţie de Rep, adică de v0. Pentru calculul direct al vitezei terminale se 
poate utiliza criteriul Arhimede modificat: 

  
f

fp

f

fp gd
ρ
ρρ

µ
ρ −

⋅= 2

23

Ar                   (3.310) 

 Dacă în (3.308) se înlocuieşte v0 cu raportul care rezultă din relaţia 
de definire a lui Rep, se explicitează pentru ξ şi se ţine seama de (3.310), se 
obţine în final: 

  ( )2pRe
Ar

3
4

=ξ                    (3.311) 

 Pentru fiecare domeniu de curgere, relaţia (3.311) împreună cu 
relaţiile caracteristice (3.301) – (3.303) permit stabilirea următoarelor 
funcţii: 
• pentru domeniul Stokes (Ar < 36): 

  
18
ArRe =p                    (3.312) 

• pentru domeniul Allen (36 < Ar < 8,4.104): 
715,0

9,13
ArRe 







=p                   (3.313) 

• pentru domeniul Newton (8,4.104 < Ar < 7,4.109): 
  Ar71,1Re =p                    (3.314) 
 Aşa cum s-a menţionat, relaţiile prezentate sunt valabile pentru 
particule sferice individuale a căror mişcare nu este influenţată de alte 
particule sau de pereţii recipientului. În alte condiţii, este necesară 
introducerea unor corecţii. 
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 În cazul particulelor de altă formă decât cea sferică, este necesară 
cunoaşterea mărimii, formei geometrice şi orientării particulelor în raport cu 
direcţia de mişcare. 
 În fig. 3.47 sunt redate curbele care redau dependenţa ξ = f(Rep) şi 
pentru particule sub formă de discuri şi cilindri, particule orientate cu axa 
cilindrului (faţa discului) normal pe direcţia de curgere. 
 Abaterea de la forma sferică a particulelor poate fi estimată prin 
intermediul  factorului de sfericitate (ϕ), definit prin: 

  
2











=

ps

pv

d
d

ϕ                    (3.315) 

unde dpv reprezintă diametrul unei sfere având acelaşi volum cu particula 
considerată, iar dps reprezintă diametrul unei sfere având aceeaşi suprafaţă 
exterioară cu particula considerată. După cum reiese din fig. 3.49, cu cât 
particula are o sfericitate mai redusă (ϕ << 1), cu atât coeficientul de 
rezistenţă ξ este mai mare. 

 
 În cazul particulelor a căror mişcare este influenţată de prezenţa 
altor particule, se manifestă un efect de frânare asupra particulei 
considerate, fapt care conduce la micşorarea vitezei acesteia, respectiv la 
creşterea coeficientului de frecare. Efectul este cu atât mai intens cu cât 

ξ

Rep

ϕ = 0,125
ϕ = 0,220
ϕ = 0,600
ϕ = 0,806

ϕ = 1,000

Fig. 3.49.  Influenţa factorului de sfericitate ϕ asupra coeficientului de 
rezistenţă a mediului, ξ 
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concentraţia fazei solide în sistem este mai ridicată, aşa cum reiese din fig. 
3.50. Viteza terminală reală a particulelor va fi dată de relaţia: 

( ) ( )calctrealt vv 1α=   (3.316) 
unde α1 este un factor de corecţie 
care este funcţie de fracţia 
volumică a fazei solide în sistem 
(x[]s), iar (vt)calc este viteza 
terminală calculată pentru o 
particulă individuală, neinfluen-
ţată de alte particule. 
 În cazul în care 
diametrul particulelor este 
relativ mare în raport cu 
diametrul recipientului în care 
se află sistemul fluid – 
particule, pereţii recipientului 
manifestă un efect suplimentar de 
frânare a mişcării particulelor, 
efect de care se ţine seama prin 
intermediul factorului de corecţie 
α2: 

  ( ) ( )calctrealt vv 2α=                   (3.317) 
 Pentru domeniul Stokes, dependenţa lui α2 de raportul dintre 
diametrul particulelor (dp) şi diametrul recipientului, (Dr) este redată în 
tabelul 3.14. 
 

Tab. 3.14.   Valorile factorului de corecţie α2 
dp/Dr 0,000 0,100 0,200 0,300 0,400 
α2 1,000 0,792 0,596 0,422 0,279 

dp/Dr 0,500 0,600 0,700 0,800  
α2 0,170 0,0945 0,0468 0,0203  

  
În domeniul Newton, valoarea lui α2 se poate calcula cu relaţia: 

  
5,1

2 1 
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p
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d

α                    (3.318) 

În cazul deplasării particulelor prin fluide nenewtoniene, 
coeficientul de rezistenţă ξ poate fi estimat cu ajutorul corelaţiilor Slattery-
Bird. Aceste corelaţii au fost stabilite pentru fluide pseudoplastice care pot fi 
reprezentate prin modelul Ellis: 

x[ ]s

α1

 
Fig. 3.50. Factor de corecţie la 

sedimentarea simultană a  
particulelor solide 
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în care a şi b sunt constante dimensionale exprimate în [m2/(N.s)], iar m este 
o constantă adimensională. Modelul Ellis sugerează o comportare 
newtoniană pentru m > 1 şi tensiuni de forfecare mici, sau pentru m < 1 şi 
tensiuni de forfecare mari. De asemenea, el se poate reduce la fluidul lui 
Newton (b = 0), respectiv la “legea puterii” (a = 0). 
 Corelaţiile Slattery-Bird sunt de forma: 
  ),,(Re mEf E=ξ                   (3.320) 
  bvd mm

tpE ⋅⋅⋅= − ρ12Re                   (3.321) 

  
b

da
E

m
p

mm )1(2112 −−− ⋅⋅
=

ρ
                  (3.322) 

 Ecuaţia (3.320) poate fi scrisă sub forma: 
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prin corelarea empirică a datelor experimentale. 
• Pentru ReE < 0,1, coeficientul de rezistenţă ξ are forma: 

  
ERe

24
=ξ                    (3.324) 

care se reduce la legea lui Stokes pentru m = 1 şi E = 0. 
• Pentru ReE > 0,1, 
coeficientul ξ se corelează cu 
ReE pentru diferite valori ale lui 
m în conformitate cu curbele 
redate în figura 3.51. Curba 
pentru m = 1 corespunde 
mişcării particulelor sferice în 
fluide newtoniene. 
 Viteza terminală a unei 
particule sferice într-un fluid 
pseudoplastic se poate calcula cu 
relaţia (3.308), iar coeficientul 
de rezistenţă a mediului cu 
relaţia (3.309). 
 Ecuaţiile (3.320 – 3.324) 
şi corelarea grafică din fig. 3.51 
pot fi adaptate şi pentru fluide 

ξ

ReE

m

432

 
Fig. 3.51. Coeficientul de rezistenţă ξ 

funcţie de ReE şi m 
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pseudoplastice reprezentate prin legea puterii, dacă se efectuează 
substituţiile: 

E = 0 
m = 1/n           (3.325) 
b = (1/kp)1/n 

  
În cazul în care particulele sedimentează (sub influenţa unui câmp de 

forţe gravitaţionale), într-un fluid aflat de asemenea în mişcare, în altă 
direcţie decât direcţia de deplasare a particulei, viteza terminală calculată 
reprezintă viteza relativă de mişcare dintre cele două faze. Viteza terminală 
reală se calculează în aceste condiţii cu relaţia: 
  ( ) ( ) vcalctrealt vvv −=                    (3.326) 
în care vv reprezintă componenta verticală a vitezei de deplasare a fluidului. 
 
 
3.5.3. Curgerea prin straturi granulare şi umpluturi 
 
 În cadrul unor operaţii unitare întâlnite atât în industria alimentară 
cât şi în biotehnologii, fluidele străbat straturi formate din particule solide: 
granule, corpuri de umplere, pulberi. Straturile pot fi străbătute de un singur 
fluid (filtrare, adsorbţie, schimb ionic), sau de două fluide diferite curgând 
în contracurent (extracţie, absorbţie, rectificare). 

În majoritatea cazurilor stratul granular este imobil (strat fix), dar 
există cazuri în care stratul granular se deplasează şi el. Acesta este cazul 
proceselor realizate în strat mobil. 

În unele cazuri, viteza fluidului este suficient de mare pentru ca 
impulsul transferat de la fluid la particulele solide să egaleze sau să 
depăşească greutatea efectivă a particulelor, caz în care stratul de particule 
expandează, apărând stratul fluidizat. 

Dacă viteza fluidului depăşeşte anumite limite, particulele de solid 
sunt antrenate de fluid, având loc transportul pneumatic. 
 
 
3.5.3.1. Umpluturi şi corpuri de umplere 
 
 Eficienţa unui proces este condiţionată de asigurarea unui bun 
contact între fazele participante. Unul dintre mijloacele cele mai răspândite 
pentru asigurarea unui bun contact între două faze fluide îl reprezintă 
trecerea celor două faze în contracurent, prin coloane cu umplutură. 
Straturile de umplutură servesc şi altor scopuri: reţinerea pulberilor din gaze 
şi aer, îmbunătăţirea transferului termic, cataliza, etc. 
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 O bună umplutură trebuie să îndeplinească următoarele condiţii: 
suprafaţă specifică mare, volum mare de goluri, bună rezistenţă mecanică şi 
chimică. 
 Materialele de umplere pot fi grupate în: (1) - materiale de formă 
neregulată, (2) - corpuri de umplere cu formă definită, (3) - grătare, (4) - 
împletituri metalice sau din fibre. 
 Materialele de formă neregulată folosite ca umplutură sunt: bucăţi 
de cocs, cuarţ, andezit, cărămidă, pietre, etc. Au în general dimensiuni de 25 
– 100 mm. Prezintă avantajul disponibilităţii şi al unor costuri scăzute, sunt 
rezistente din punct de vedere mecanic şi chimic. Au dezavantajul unei 
suprafeţe specifice mici, a unui volum liber mic şi a unei rezistenţe 
hidraulice ridicate. Au, din aceste motive, o eficacitate scăzută şi de aceea 
sunt utilizate arareori. 
 Corpurile de umplere cu formă definită sunt cel mai des utilizate 
în echiparea coloanelor cu umplutură. Aceste corpuri (fig. 3.52) -  
confecţionate din materiale metalice, ceramică, porţelan, mase plastice, fibre 
de sticlă, etc. – se pretează cel mai bine la realizarea proceselor de transfer 
interfazic. Există, pentru fiecare proces, o dimensiune optimă a corpurilor de 
umplere: corpurile mici au o suprafaţă specifică mare, dar şi o rezistenţă 
hidraulică crescută, şi viceversa. În cazul corpurilor ceramice, spărturile 
rezultate pot mări considerabil rezistenţa hidraulică a stratului de umplutură. 
 Forma corpurilor de umplere a rezultat din condiţia aşezării lor 
neregulate în strat (fig. 3.53.a). Uneori, corpurile de umplere mari sunt 
aşezate individual, ordonat (fig. 3.53.b). 

 
 Principalele caracteristici ale unor corpuri de umplere aşezate 
ordonat şi în vrac sunt prezentate în tab. 3.15 - 3.17. 
 

a b
Fig. 3.53.  Inele Raschig aşezate în vrac (a) şi ordonat (b) 
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Fig. 3.52.  Corpuri de umplere cu formă definită 
a – inele Lessing; b – inele cu pereţi despărţitori; c – inele cu suprafaţă elicoidală 
interioară; d – inele striate longitudinal şi cu spirală interioară; e – inele Pall; f – 
inele Hy-Pak; g – şei Intallox; h – şei Super-Intalox; i – şei Berl; j – spirale din 
sârmă; k – sfere goale cu orificii; l – corpuri Stedmann; m – prisme cu spirale 
elicoidale interioare; n – umplutură elicoidală; o – inele Raschig. 
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Tab. 3.15.  Caracteristicile unor inele aşezate în vrac 
Corpuri de 

umplere 
σ 

[m2/m3] 
Vl 

[m3/m3] 
dech 
[m] 

număr  
buc./m3 

ρu 
[kg/m3] 

Inele Raschig ceramice 
10 x 10 x 1,5 440 0,70 0,006 700 000 700 
15 x 15 x 2 330 0,70 0,009 220 000 690 
25 x 25 x 3 200 0,74 0,015   50 200 530 
35 x 35 x 4 140 0,78 0,022   18 000 530 
50 x 50 x 5   90   0,785 0,035     6 000 530 

Inele Raschig din oţel 
8 x 8 x 0,3 630 0,90 - - 750 

10 x 10 x 0,5 500 0,88 0,007 700 000 960 
15 x 15 x 0,5 350 0,92 0,012 240 000 660 
25 x 25 x 0,8 220 0,92 0,017   55 000 640 
50 x 50 x 1 110 0,95 0,035     7 000 430 

Inele Pall ceramice 
25 x 25 x 3 220 0,74 0,014   46 000 610 
35 x 35 x 4 165 0,76 0,018   18 500 540 
50 x 50 x 5 120 0,78 0,026     5 800 520 
60 x 60 x 6   96 0,79 0,033     3 350 520 

Inele Pall din oţel 
15 x 15 x 0,4 380 0,90 0,010 230 000 525 
25 x 25 x 0,6 235 0,90 0,015   52 000 490 
35 x 35 x 0,8 170 0,90 0,021   18 200 455 
50 x 50 x 1 108 0,90 0,033     6 400 415 

Inele Lessing ceramice 
15 x 15 x 2 360 0,71 - 192 000 710 
25 x 25 x 3 225 0,68 -   48 000 780 
35 x 35 x 4 155 0,68 -   14 300 690 
50 x 50 x 5 110 0,69 -     6 000 690 

Inele Lessing din oţel 
10 x 10 x 0,5 650 0,86 - 910 000  1 140 
25 x 25 x 0,7 260 0,91 -   48 000 690 
35 x 35 x 0,9 175 0,92 -   14 300 610 
50 x 50 x 1,2 125 0,93 -     6 000 580 
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Tab. 3.16.  Caracteristicile unor inele aşezate ordonat 
Corpuri de 

umplere 
σ 

[m2/m3] 
Vl 

[m3/m3] 
dech 
[m] 

număr  
buc./m3 

ρu 
[kg/m3] 

Inele Raschig ceramice 
50 x 50 x 5 110   0,735 0,027 8 500 650 
75 x 75 x 8   69 0,75 - 1 900 560 
80 x 80 x 8   80 0,72 0,036 2 200 670 

100 x 100 x 10   60 0,72 0,048 1 050 670 
150 x 150 x 18   40 0,68 -    280 770 

Inele Raschig din oţel 
75 x 75 x 1,6   72 0,94 - 1 900 450 

Inele Pall ceramice 
75 x 75 x 9,5   75 0,80 - 1 900 480 

100 x 100 x 7,5   55 0,82 -    800 410 
Inele Lessing ceramice 

75 x 75 x 8   79 0,71 - 1 900 690 
100 x 100 x 10   59 0,70 -    800 720 
150 x 150 x 18   52 0,60 -    280   1000 

Inele Lessing din oţel 
75 x 75 x 1,6   85 0,95 - 1 900 400 

 
Tab. 3.17.  Caracteristicile unor şei aşezate în vrac 

Corpuri de 
umplere 

σ 
[m2/m3] 

Vl 
[m3/m3] 

dech 
[m] 

număr  
buc./m3 

ρu 
[kg/m3] 

Şei Berl ceramice 
12,5 mm 460 0,68 0,006 570 000 720 
25 mm 260 0,69 0,011   78 000 670 
35 mm 165 0,70 0,017   30 500 670 

Şei Intalox ceramice 
12,5 mm 625 0,78 0,005 730 000 545 
19 mm 335 0,77 0,009 229 000 560 
25 mm 255   0,775 0,012   84 000 545 
38 mm 195 0,81 0,017   25 000 480 
50 mm 118 0,79 0,027     9 350 530 

 
Pentru evitarea formării de canale preferenţiale prin stratul de 

umplutură şi pentru contracararea tendinţei lichidului de a se deplasa către 
pereţii coloanei (maldistribuţie), deci pentru uniformizarea curgerii şi pentru 
utilizarea la capacitate maximă a suprafeţei specifice a umpluturii, este 
necesară luarea unor măsuri cum ar fi: turnarea îngrijită şi uniformă a 
umpluturii în strat, repartizarea uniformă a fazei lichide pe secţiunea 
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coloanei, fracţionarea stratului în porţiuni cu înălţimi reduse între care se 
intercalează dispozitive pentru colectarea şi redistribuirea fazei lichide. 
 Pentru o mai bună repartizare a lichidului în secţiunea transversală a 
coloanei, se recomandă ca diametrul nominal al corpurilor de umplere să fie 
de minimum opt ori mai mic decât diametrul coloanei. 

a b

c d

e f

g h
 

Fig. 3.54.  Grătare, site, împletituri 
a , b - grătare; c - site Perform; d - site Sulzer; e - împletituri Mist-Master;          

f - împletituri Hyperfil; g - împletituri Goodloe; h - împletituri demister. 
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Grătarele suprapuse (fig. 3.54, a-b), executate din lemn, materiale 
ceramice, materiale plastice sau metalice, se caracterizează printr-o 
suprafaţă specifică mare şi o rezistenţă hidraulică mai scăzută decât a 
inelelor. Ele asigură mişcarea dirijată a lichidului şi permite mărirea vitezei 
gazului sau vaporilor; nu se înfundă şi se montează şi se demontează uşor. 
 Umpluturile sub formă de site profilate din tablă ştanţată (fig. 3.54, 
c-d), se asamblează în pachete, cu ajutorul unor tiranţi. Se formează o 
structură spaţială de celule aşezate ordonat. Aceste umpluturi prezintă o 
eficacitate sporită, permiţând viteze ale gazului de 2,5 – 3,5 m/s, la o cădere 
de presiune de numai 500 – 700 Pa pe înălţimea de 1 m de umplutură. 
 Umpluturile sub formă de împletituri, de dată relativ recentă, sunt 
utilizate pe scară tot mai largă datorită avantajelor pe care le prezintă. 
 Umpluturile de tip Goodloe, Hyperfil şi demister (fig. 3.54, f-h) sunt 
realizate dintr-o împletitură de sârmă cu diametrul de 0,1 – 0,3 mm, sau din 
împletituri mono- sau multifilare de polimeri sau fibre de sticlă, cu 
diametrul de 0,05 – 0,5 mm. Firele sunt astfel împletite încât să formeze un 
tub, prin aplatizarea căruia se obţine o bandă dublă de cca. 150 mm lăţime. 
Banda se pliază apoi fie sub formă de spirală, fie sub forma unor segmente 
de cerc. Aceste umpluturi se caracterizează printr-o suprafaţă specifică 
foarte mare (1000 - 3000 m2/m3) şi printr-un volum liber mare (0,9 - 
0,99%). Datorită volumului liber mare, căderea de presiune prin aceste 
umpluturi este foarte redusă. Se utilizează în special pentru reţinerea 
picăturilor fine de lichid (cu d > 1 µm) antrenate de gaze. 
 
 
3.5.3.2. Proprietăţile sistemelor granulare 
 
 Curgerea fluidelor prin straturi granulare depinde în mare parte de 
proprietăţile ansamblului de granule (corpuri de umplere) care formează 
stratul. Întrucât corpurile de umplere care echipează un aparat au, de regulă, 
dimensiuni constante, sistemul granular reprezentat de ansamblul de corpuri 
de umplere poate fi considerat monodispers. Cazul sistemelor polidisperse 
(ansambluri de granule de mărimi diferite) va fi discutat în spaţiul consacrat 
proceselor de mărunţire. Dintre proprietăţile cele mai importante ale 
ansamblurilor granulare se pot menţiona: sfericitatea, suprafaţa specifică, 
porozitatea stratului, densitatea stratului, modul de “împachetare” al 
granulelor. 
 Sfericitatea sau factorul de formă este definit drept raportul dintre 
aria unei sfere având volumul egal cu volumul granulei şi aria suprafeţei 
granulei. Notând cu dpv diametrul unei sfere având acelaşi volum cu granula 
considerată, şi cu dps diametrul unei sfere având aceeaşi suprafaţă cu granula 
considerată, expresia factorului de formă se poate scrie: 
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ecuaţie identică cu (3.315). Întrucât sfera are aria cea mai mică în raport cu 
alte corpuri geometrice de acelaşi volum, factorul de formă este întotdeauna 
o mărime subunitară. 

Această caracteristică permite extrapolarea datelor obţinute pentru 
particule sferice şi la particule de alte forme geometrice. 

Sfericitatea unor corpuri geometrice regulate şi a unor corpuri de 
umplere este redată în tab. 3.18 şi 3.19. 
 

Tab. 3.18.  Sfericitatea unor corpuri de umplere 

Corpuri de umplere Diametrul nominal 
[mm] Sfericitate, ϕ 

    9,9 0,420 
  25,0 0,272 
  35,0 0,262 Inele Raschig ceramice 

  50,0 0,260 
    4,9 0,420 
    5,8 0,411 
    6,9 0,370 
    9,9 0,294 

Inele Raschig  
din sticlă 

  12,0 0,254 
    9,9 0,329 
  12,0 0,342 
  15,0 0,296 
  25,0 0,317 
  35,0 0,297 

Şei Berl  
din gresie 

  50,0 0,314 
      3,30 0,140 Şei metalice       3,35 0,140 

 
 Suprafaţa specifică a particulelor, σ, se defineşte ca fiind aria 
externă a particulelor raportată la unitatea de volum de particule [m2/m3]. Se 
mai poate defini o suprafaţă specifică σ’ raportată la unitatea de masă de 
particule [m2/kg], respectiv o suprafaţă specifică σu raportată la unitatea de 
volum de strat [m2/m3]. 
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 Tab. 3.19.  Sfericitatea unor granule de forme geometrice regulate 
Forma granulei Dimensiuni Sfericitate, ϕ 

Sferă (d) - 1,0000 
     H/d = 1 0,8738 
     H/d = 10 0,5792 Cilindru 

(H, d) 
     H/d = 0,1 (disc) 0,4706 
     H/l = 1 (cub) 0,8060 
     H/l = 10 0,5346 Prismă pătratică 

(H, l)      H/l = 0,1 (placă) 0,4343 
 

În cazul particulelor sferice monodisperse de diametru dp: 
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 Când particulele nu sunt sferice, diametrul particulei din (3.326) se 
înlocuieşte cu un diametru echivalent, dpv sau dps [vezi ec. (3.325)]. Această 
substituţie nu poate fi aplicată particulelor având forme asimetrice sau 
extrem de neregulate (şei, ace, inele, etc.). 
 Porozitatea stratului (fracţie de goluri, volum liber specific) se 
defineşte ca fiind raportul dintre volumul golurilor dintre granule şi volumul 
total al stratului: 

  
V
V

V
V

V
VV lpp =−=

−
= 1ε                   (3.327) 

unde V reprezintă volumul total al stratului, Vp este volumul particulelor din 
strat, iar Vl reprezintă volumul liber sau volumul golurilor intergranulare. 
 Porozitatea este o funcţie de mai mulţi parametri (forma şi 
dimensiunile particulelor, starea suprafeţei, dimensiunile recipientului în 
care se găsesc, modul lor de aşezare, etc.), fiind necesară determinarea 
experimentală a acestei mărimi pentru fiecare caz în parte. 
 Densitatea sistemului granular poate fi calculată în funcţie de 
densitatea granulelor, ρs, a fluidului, ρf şi de porozitatea stratului, ε: 
  ( ) fsstrat ρερερ ⋅+⋅−= 1                   (3.328) 
Pentru sisteme disperse gazoase, ρs >> ρf şi (3.328) devine: 
  ( ) sstrat ρερ ⋅−= 1                   (3.329) 
 Modul de împachetare a granulelor depinde de modul de formare 
a stratului: prin aşezare manuală, prin turnare liberă, prin tasare forţată. Ca 
urmare, straturile pot fi mai afânate sau mai compacte. În cazul particulelor 
sferice monodisperse, aranjamentul cel mai afânat se obţine când sferele 
sunt aşezate în nodurile unei reţele cubice, de latură d, astfel încât sferele să 
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atingă şase sfere alăturate: patru în planul intermediar, şi câte una în planul 
inferior şi cel superior (fig. 3.55,a). 

Fracţia de goluri rezultă scăzând volumul Vs al sferei din volumul Vc 
al cubului elementar al reţelei şi raportând diferenţa la volumul cubului: 
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 Aranjamentul cel mai compact rezultă din aşezarea sferelor astfel 
încât fiecare sferă să atingă 12 sfere vecine: se aşază un strat cu centrele 
sferelor într-o reţea hexagonală plană, astfel încât fiecare sferă să atingă şase 
sfere vecine; în planele vecine, fiecare sferă atinge câte trei sfere din planul 
imediat superior, respectiv inferior (fig. 3.55,b). 

  
Fracţia de goluri se calculează determinând numărul de sfere 

dintr-un cub cu latura egală cu unitatea de lungime, admiţând că sferele sunt 
suficient de mici pentru a putea neglija lipsurile de la capetele reţelei. 
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 Se poate constata că, în ambele cazuri, fracţia de goluri ε este 
independentă de diametrul particulelor sferice. 
 Viteza fictivă reprezintă raportul dintre debitul volumic al fluidului 
ce curge prin secţiunea liberă a umpluturii şi aria secţiunii utilajului lipsit de 
umplutură: 

  2

4
D
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mv VV

f π
==                    (3.330) 

a                                              b
 

Fig. 3.55.  Moduri de împachetare a unor particule sferice monodisperse 
a – aranjamentul cel mai afânat; b – aranjamentul cel mai compact 
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 Reţinerea sau saturaţia unui strat granular de umplutură, S, 
reprezintă raportul dintre volumul fluidului umectant (lichid) din golurile 
stratului şi volumul total de goluri. Se defineşte o reţinere dinamică, atunci 
când stratul este străbătut continuu de fluidul umectant în prezenţa sau în 
absenţa unui fluid neumectant şi o reţinere statică, atunci când trecerea 
fluidului a încetat şi o parte din fluidul umectant s-a scurs. 
 Saturaţia fixă, Sf, este fracţia de goluri în care fluidul umectant este 
staţionar (nu ia parte la curgere). Valoarea maximă a acesteia poartă 
denumirea de saturaţie fixă maximă sau saturaţie reziduală, Sr. 
 Saturaţia efectivă, Se, reprezintă raportul dintre fracţia de goluri 
ocupată de fluidul umectant în curgere şi fracţia de goluri ocupată de ambele 
fluide în curgere. 
 
 
3.5.3.3. Straturi granulare străbătute de un singur fluid 
 
 Există mai multe posibilităţi de a determina căderea de presiune la 
curgerea unui fluid printr-un strat de granule, şi anume: 
• Se consideră că stratul granular este o sumă de corpuri solide imersate în 
fluid, căderea de presiune determinându-se prin însumarea rezistenţelor 
create de fiecare particulă solidă; 
• Se consideră că golurile intergranulare formează o serie de tuburi 
capilare având lungimea egală cu lungimea stratului, căderea de presiune 
fiind determinată prin însumarea căderilor de presiune din fiecare capilar; 
• Se consideră că fenomenul curgerii are loc printr-o conductă necirculară, 
de volum egal cu volumul golurilor intergranulare, în calcule utilizându-se 
raza hidraulică, rh. 

Se consideră un strat de umplutură având diametrul D şi înălţimea H, 
format din granule uniforme, de diametru mic în comparaţie cu diametrul 
stratului, în care nu există curgere preferenţială. Stratul este străbătut de un 
singur fluid neumectant. Pentru curgerea laminară în tuburi cu secţiune 
circulară, din ecuaţia Hagen - Poiseuille (3.177) se explicitează viteza 
medie: 

  
µ32

2d
H
Pv ⋅

∆
=                    (3.331) 

Întrucât stratul de umplutură este format din tuburi cu secţiune foarte 
complicată şi variabilă în direcţia de curgere, viteza medie variază datorită 
modificărilor de secţiune. Se defineşte o viteză medie v̂  în direcţia de 
curgere, iar diametrul d se înlocuieşte cu diametrul echivalent, dech. În aceste 
condiţii, (3.331) devine: 
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µ32

ˆ
2
echd

H
Pv ⋅

∆
=                    (3.332) 

 Diametrul echivalent se poate exprima funcţie de porozitatea 
stratului: 

  
u

echd
σ
ε4

=                    (3.333) 

iar viteza medie v̂  se poate înlocui funcţie de viteza fictivă: 
  ε⋅= vv f ˆ                    (3.334) 
 Cu aceste înlocuiri, ecuaţia (3.332) devine: 

  2

3

2 u
f H

Pv
µσ
ε

⋅
∆

=                    (3.335) 

 Ţinând cont şi de relaţia care leagă σ de σu: 
  ( )εσσ −= 1u                    (3.336) 
şi de relaţia care leagă σ de dp (3.326), atunci (3.335) devine: 

  
( )2

32

172 ε
ε

µ −
⋅⋅

∆
= p

f

d
H
Pv                   (3.337) 

 Admiţând un diametru echivalent mediu, la o cădere de presiune 
dată, se obţine o viteză de curgere mai mare decât cea reală. De asemenea, 
datorită tortuozităţii, fasciculele de tuburi capilare formate între granulele 
stratului sunt mai lungi decât înălţimea totală a stratului, H. Ca urmare, 
membrul drept al ecuaţiei (3.337) trebuie corectat cu un factor subunitar, a 
cărui valoare, dedusă din date experimentale, este de 12/25. Efectuând 
această corecţie, (3.337) devine: 

  
( )2

32

1150 ε
ε

µ −
⋅⋅

∆
= p

f

d
H
Pv                   (3.338) 

 Ecuaţia este cunoscută drept ecuaţia Karman - Koseny, valabilă în 
cazul curgerii laminare şi pentru valori ε < 0,5, respectiv dacă este 
îndeplinită condiţia: 

  10
1

1
<

−
⋅

εµ
ρ fp vd

                   (3.339) 

 Ecuaţia (3.338) poate fi rearanjată în concordanţă cu ecuaţia lui 
Fanning, obţinându-se următoarea expresie a coeficientului de frecare λ: 

  
( )2

3

1
300

ε
ε

µ
ρλ

−
⋅=

fp vd                   (3.340) 
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 O ecuaţie similară se poate obţine şi în cazul curgerii turbulente prin 
straturi de umplutură. Se pleacă de la coeficientul de frecare λ la curgerea 
prin tuburi circulare, considerându-se că la valori mari ale turbulenţei acest 
coeficient este funcţie doar de rugozitate. Admiţând că rugozitatea 
umpluturii este aceeaşi în strat, valoarea lui λ rămâne constantă. Ecuaţia 
(3.331) se scrie sub forma: 

  ρλ
2
ˆ2v

d
HP ⋅=∆                    (3.341) 

în care se efectuează următoarele substituţii: 

( )
p

u
u

ech
f

ech d
d

v
vdd 6   ; 1   ; 4   ; ˆ   ; =−==== σεσσ

σ
ε

ε
 

şi se obţine: 

  ρ
ε
ελ

2
1

2
3 2

3
f

p

v
d
HP ⋅⋅

−
=∆                   (3.342) 

 Din date experimentale s-a constatat că 3/2λ = 3,5, astfel încât: 

  ρ
ε
ε

2
15,3

2

3
f

p

v
d
HP ⋅⋅

−
⋅=∆                   (3.343) 

Ecuaţia (3.343) este ecuaţia Burke - Plummer, valabilă pentru: 

  1000
1

1
>

−
⋅

εµ
ρ fp vd

                  (3.344) 

 Coeficientul de frecare din ecuaţia (3.343) este: 

  3

15,3
ε
ελ −

⋅=                    (3.345) 

Dacă se însumează ecuaţia Karman – Koseny (3.338) explicitată în 
∆P cu ecuaţia Burke – Plummer (3.343), se obţine ecuaţia lui Ergun: 

  ( ) 2
33

2

2
175,11150 f

p
f

p

v
d
Hv

d
HP ⋅

−
⋅+⋅

−
⋅=∆ ρ

ε
ε

ε
εµ         (3.346) 

Ecuaţia (3.346) poate fi pusă şi sub forma (fig. 3.56): 

  75,1
Re
150

1

3

2 +=
−

⋅
⋅⋅
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=
sf

p
s vH

dP
f

ε
ε

ρ
                 (3.347) 

în care fs reprezintă un factor de frecare, iar numărul Reynolds modificat are 
expresia: 

  ( )εµ
ρ

µ
ρ

µ
ρ

−
⋅⋅

⋅=
⋅⋅

=
⋅⋅

=
16

4ˆ4ˆ
Re fphech

s

vdvrvD                 (3.348) 

 La numere Reynolds mici (Res < 5) valoarea 1,75 din ecuaţia (3.347) 
este mică în raport cu termenul care conţine pe Res, ceea ce implică faptul 
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că în acest caz forţele de viscozitate sunt cele care controlează curgerea 
(forţele inerţiale se pot neglija), astfel încât (3.347) devine: 

  
s

sf
Re
150

=                    (3.349) 

echivalentă cu ecuaţia Karman – Koseny. 

  
La numere Reynolds mari (Res > 2000), primul termen din membrul 

drept al relaţiei (3.347) devine neglijabil, ceea ce semnifică faptul că în 
aceste condiţii forţele inerţiale controlează curgerea (forţele de viscozitate 
sunt neglijabile), iar 3.347 se reduce la: 

75,1=sf                    (3.350) 
echivalentă cu ecuaţia Burke – Plummer. 
 Ecuaţia Ergun permite calculul căderii de presiune la curgerea 
fluidelor prin straturi granulare formate din particule sferice. Dacă 
particulele nu au aceleaşi dimensiuni, în calcul se utilizează un diametru 
mediu, iar dacă particulele nu sunt sferice, mărimea dp se înlocuieşte cu 
produsul ϕ.dp, ϕ reprezentând factorul de sfericitate. Ecuaţia (3.347) se 
verifică experimetal, cu o eroare medie de + 2%, până la Res < 8000 la 
curgerea unui lichid printr-un strat granular format din particule sferice sau 
aproape sferice, cu porozitatea stratului între 0,3 – 0,7. Ecuaţia Ergun poate 
fi utilizată şi în cazul curgerii gazelor prin straturi granulare, dar numai dacă 
pierderea de presiune a gazului este de sub 10% din valoarea presiunii 
iniţiale. În aceste condiţii, viteza fictivă a gazului se înlocuieşte cu valoarea 
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Fig. 3.56.  Variaţia factorului de frecare fs  funcţie de numărul Res 



FENOMENE DE TRANSFER 

 134

sa medie, calculată ca medie aritmetică între viteza fictivă a gazului la 
intrare şi viteza fictivă a gazului la ieşire din strat.  

În cazul straturilor formate din particule solide  a căror formă este 
mult diferită de cea sferică: cilindri, inele, şei, etc., ecuaţia lui Ergun nu dă 
rezultate satisfăcătoare. Pentru curgerea printre aceste tipuri de corpuri de 
umplere se recomandă calculul căderii de presiune cu relaţia Brownell: 

  
2

'
2

1
f

ps
s

v
d
HFfP

⋅
⋅⋅⋅=∆
ρ

                  (3.351) 

în care: 
fs’ - factor de frecare estimat funcţie de numărul Res’ (fig. 3.57); 
F1 - coeficient dependent de porozitatea stratului (ε) şi de sfericitatea                    

particulelor (ϕ) (fig. 3.58); 
dps - diametrul echivalent al particulelor, respectiv diametrul unei sfere 

având suprafaţa exterioară egală cu cea a particulei. 

  
 Numărul Reynolds modificat pentru aceste condiţii, în funcţie de 
care se estimează valoarea factorului de frecare fs’, se determină cu relaţia: 

  
µ
ρ fps

s

vFd ⋅⋅⋅
= 2'Re                   (3.352) 

în care F2 este un factor care se determină funcţie de porozitatea stratului (ε) 
şi de sfericitatea particulelor (ϕ), conform diagramei din fig. 3.59. 

fs’

Res’

alice de plumb
inele de sticla
sfere de celita, cilindri, sei Berl
sfere de sticla, sei de nichel, inele Raschig, sei Berl

Fig. 3.57.  Valorile coeficientului fs’ funcţie de numărul Res’ 
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 Alte ecuaţii care pot fi utilizată pentru calculul căderii de presiune la 
curgerea fluidelor necompresibile prin straturi granulare sunt: 
• Ecuaţia Leva: 

( )
n

n
f

p
m

v
d
HP −

−−
⋅=∆ 33

32 1
2 ϕε

ερλ                  (3.353) 

în care λm este coeficientul de frecare modificat, a cărui valoare în funcţie de 
criteriul Rem rezultă din diagrama redată în fig. 3.60. 

 
• Ecuaţia lui Rose: 

  ρ2
f

p

v
d
HP Λ=∆                    (3.354) 

în care coeficientul adimensional Λ este funcţie de valoarea criteriului Re: 

Porozitatea, ε

F1

 
Fig. 3.58.  Diagramă pentru estimarea coeficientului F1 
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  14
Re

125
Re

1000
++=Λ                   (3.355) 

numărul Reynolds având expresia: 

  
µ

ρ pf dv ⋅⋅
=Re                    (3.356) 

 
Pentru curgerea fluidelor compresibile prin straturi formate din inele 

Raschig se poate utiliza ecuaţia Javoronkov – Aerov: 

ρελ
ε 2

2
fv

d
HP ⋅=∆                   (3.357) 

în care σεε /4=d  reprezintă diametrul echivalent al golurilor. Valoarea 
coeficientului de frecare λ este funcţie de numărul Re”: 

Porozitatea, ε

F2

 
Fig. 3.59.  Diagramă pentru estimarea coeficientului F2 
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µ

ρ εdv f ⋅⋅
=Re"                    (3.358) 

şi anume: 

Pentru curgerea laminară (Re” < 40): 
Re"
140

=λ   

Pentru curgerea turbulentă (Re” > 40): 
( ) 2,0Re"

16
=λ  

 
 
3.5.3.4. Straturi granulare străbătute de două fluide 
 
 Într-o serie de procese (absorbţie, rectificare, extracţie, etc.) două 
fluide curg simultan printr-un strat de umplutură care are rolul de a mări 
suprafaţă de contact dintre faze, conducând astfel la intensificarea 
proceselor de transfer de masă şi căldură. Cele două fluide pot circula în 
echi- sau contracurent, ele putând fi: un lichid şi un gaz (absorbţie), un 
lichid şi vapori (rectificare), două lichide nemiscibile având densităţi diferite 
(extracţie lichid – lichid). 
 Curgerea simultană în contracurent a două fluide printr-un strat de 
umplutură se deosebeşte de curgerea unui singur fluid prin strat prin faptul 
că fiecare fluid ocupă o fracţiune din golurile stratului granular. Lichidul, 

λm

Rem  
Fig. 3.60.  Diagramă pentru determinarea coeficientului de frecare λm  

din ecuaţia Leva (3.353) 
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care udă mai bine umplutura, va curge predominant sub formă peliculară, 
acoperind întreaga suprafaţă a umpluturii şi ocupând integral unele din 
golurile mai mici ale umpluturii. Această fază (lichidul umectant) este 
considerată faza continuă a sistemului. Gazul, vaporii sau celălalt lichid 
ocupă locul rămas liber din golurile umpluturii. Această fază este 
considerată faza dispersă a sistemului. În golurile de volum mic, din cauza 
tensiunii superficiale a lichidului care închide intrările şi ieşirile, gazul 
stagnează. Prezenţa fazei continue în strat va conduce la micşorarea 
porozităţii în strat şi deci la creşterea căderii de presiune prin strat, în 
comparaţie cu valoarea acesteia la curgerea unui singur fluid. 
 Curgerea fazei continue se calculează cu ecuaţiile prezentate în 
secţiunea 3.5.3.3., cu observaţia că aceasta are loc în spaţiul corespunzător 
saturaţiei efective. Pentru aceasta, viteza fictivă vf se înlocuieşte cu raportul 
vf/Se

y. Exponentul y este funcţie de mărimea granulelor din strat (tab. 3.20). 
 

Tab. 3.20.  Valorile exponentului y al saturaţiei efective, Se 
dp [mm] y dp [mm] y 

0,05 3,30               5       1,78 
0,10 3,00             10 1,66 
0,20 2,73             20 1,56 
0,50 2,40             50 1,47 
1,00 2,16           100 1,41 
2,00 1,97   

 
 Curgerea fazei disperse se calculează la fel ca în cazul în care 
stratul este străbătut de un singur fluid, cu observaţia că se utilizează o 
porozitate a stratului şi o sfericitate a particulelor modificate de prezenţa 
lichidului umectant. 
 Porozitatea efectivă (ε’) în cazul prezenţei lichidului umectant se 
exprimă în funcţie de porozitatea stratului uscat (ε), saturaţia (S) şi saturaţia 
reziduală (Sr) a umpluturii: 

  εε ⋅
−
−

=
rS

S
1
1'                    (3.359) 

 Sfericitatea modificată de prezenţa lichidului umectant se deduce din 
date experimentale, funcţie de saturaţia efectivă (tab. 3.21). 
 

Tab. 3.21.  Factorul de sfericitate modificat (ϕ’) la valori Se = 1/3 
Corpuri de umplere ϕ’ 

particule de dimensiuni mici (sub 5mm) 0,82 
şei Berl (6 mm) 0,73 
şei Berl (12 mm) 0,53 
inele Raschig (16 mm) 0,60 
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 O corelare generală pentru estimarea căderii de presiune la curgerea 
ascendentă a unui fluid printr-un strat de umplutură, în contracurent cu un 
lichid descendent, în condiţii de viteză sub punctul de înecare o reprezintă 
ecuaţia lui Kafarov: 
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în care: 
∆Pud - căderea de presiune totală a fazei gazoase la curgerea în         

contracurent cu faza lichidă prin stratul de umplutură; 
∆Pusc - căderea de presiune la trecerea prin strat a unui singur fluid, 

calculabilă cu ecuaţia (3.357); 
mmL - debitul masic de lichid prin coloană, kg/s; 
mmGL - debitul masic de gaz prin coloană, kg/s; 
ρL - densitatea fazei lichide în condiţiile de operare, kg/m3; 
ρG - densitatea fazei gazoase în condiţiile de operare, kg/m3; 
µL - viscozitatea dinamică a fazei lichide în condiţiile de operare, Pa.s; 
µG - viscozitatea dinamică a fazei gazoase în condiţiile de operare, Pa.s; 
A1 - coeficient care depinde de raportul dintre viteza fictivă a gazului 

prin strat, vf, şi viteza fictivă corespunzătoare punctului de înec, vfi, 
adimensional (fig. 3.61); 

q - exponent caracteristic procesului (0,225 la absorbţie, 0,190 la 
rectificare). 

 Viteza fictivă corespunzătoare punctului de înec, vfi rezultă din: 
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     (3.361) 

în care B1 este un coeficient caracteristic procesului, având valoarea –0,125 
pentru rectificare, respectiv +0,022 pentru absorbţie. Viteza fictivă optimă a 
gazului prin stratul de umplutură se recomandă să fie de 75 – 90 % din 
viteza fictivă de înec. 
 Variaţia căderii de presiune în coloanele cu umplutură este redată în 
fig. 3.62. 
 Dreapta A corespunde trecerii gazului printr-o coloană neudată. 
Căderea de presiune variază cu puterea 1,8 – 2,0 a vitezei gazului. 
 Dreapta B se referă la o coloană bine udată, din care lichidul a fost 
lăsat să se scurgă. Căderea de presiune variază după aceeaşi lege ca şi în 
cazul anterior (dreptele A şi B sunt paralele), dar căderea de presiune este 
mai mare datorită faptului că lichidul rămas în umplutură (retenţia statică) 
micşorează secţiunea canalelor prin care trece gazul). 
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 Curbele C şi D redau variaţia căderii de presiune prin coloane cu 
umplutură în care circulă în contracurent un lichid şi un gaz, la diferite 
debite de lichid (curba C la debit mai mic, curba D la debit mai mare). 
Aceste curbe sunt formate din câte trei segmente de dreaptă a căror pantă se 
modifică în punctele x şi y, denumite respectiv punct de încărcare şi punct 
de înecare (de inversie a fazelor). Primul segment, sub punctul de 
încărcare x este aproximativ paralel cu dreptele A şi B, indicând că există 
porţiuni libere de lichid în lungul canalelor. Segmentul dintre punctele x şi y 
are panta mai mare, fapt explicat prin creşterea mai rapidă a căderii de 
presiune, datorită barbotării gazului prin lichidul din canale. Ultimul 
segment, deasupra punctului de înecare y, este paralel cu ordonata: 
presiunea creşte brusc, lichidul fiind oprit să mai curgă, uneori fiind ridicat 
spre partea superioară a aparatului de către curentul de gaz. Acesta este 
fenomenul cunoscut sub denumirea de înecarea coloanei.  
 
 
3.5.4. Curgerea peste fascicule de ţevi 
 
 Acest tip de curgere este frecvent întâlnit la curgerea fluidelor prin 
spaţiul intertubular (mantaua) al schimbătoarelor de căldură cu fascicul 
tubular. O astfel de curgere poate fi considerată o combinaţie între curgerea 
prin conducte şi curgerea peste corpuri imersate. Mecanismul curgerii este 
complex, asupra fenomenului intervenind o serie de variabile suplimentare: 
forma şi mărimea ţevilor, mărimea spaţiului intertubular, configuraţia 
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Fig. 3.61.  Coeficientul A1 din 

ecuaţia (3.360) 
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ţevilor. Mecanismul se complică şi mai mult dacă se ia în consideraţie 
curgerea bifazică (în cazul condensării vaporilor în manta, de ex.). 
 Curgerea peste un fascicul de ţevi se poate asimila cu: 
• Însumarea efectelor obţinute la curgerea peste un singur cilindru. 
Prezenţa cilindrilor adiacenţi va afecta însă grosimea stratului limită şi 
distribuţia vitezelor în stratul limită, ceea ce va influenţa valoarea rezistenţei 
hidraulice. Lungimea caracteristică va fi diametrul exterior al ţevilor. 
• Însumarea efectelor obţinute la curgerea prin orificii rectangulare 
formate de spaţiul dintre ţevi. Lungimea caracteristică va fi distanţa dintre 
ţevi. 
• Curgerea printr-o conductă necirculară de rază hidraulică rh, definită 
prin raportul dintre volumul liber din aparat şi aria suprafeţei expuse. 
Lungimea caracteristică va fi diametrul echivalent Dech = 4rh. 

În cazul curgerii fluidului transversal peste un fascicul de ţevi, 
căderea de presiune se poate calcula cu ajutorul ecuaţiile următoare. 
• Pentru fascicule de ţevi nedecalate (fig. 3.63,a): 

  ( ) 26,0
23,0

1 Re5,43Eu −
−

⋅





⋅+=

d
smb                  (3.362) 

 
• Pentru fascicule de ţevi decalate (fig. 3.63,b): 

- pentru 
d
s

d
s 21 < : ( ) 28,0Re3,32Eu −⋅+⋅= mb                  (3.363) 

- pentru 
d
s

d
s 21 > : ( ) 28,0Re7,17,2Eu −⋅+⋅= mb                 (3.364) 

unde: 

A             m = 2

B B

A                  m = 3

S2

S2

S 1 S 1

d

a) b)  
Fig. 3.63.  Schema aranjării ţevilor într-un fascicul: 

a – nedecalat; b - decalat 
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b - coeficient de corecţie care depinde de unghiul de atac φ (unghiul 
dintre axa ţevii şi direcţia de mişcare a curentului de fluid – fig. 
3.64), adimensional (tab. 3.22); 

m - numărul de rânduri de ţevi din fascicul în direcţia curgerii; 
d - diametrul exterior al ţevilor, m; 
s1 - pasul transversal al ţevilor, m; 
s2 - pasul longitudinal al ţevilor, m. 
 Căderea de presiune rezultă din explicitarea criteriului Euler: 
  2Eu vP ⋅⋅=∆ ρ                    (3.365) 
 Viteza curentului de fluid (v) se calculează pentru secţiunea cea mai 
îngustă a fasciculului (secţiunea AB); valorile constantelor fizice ale 
fluidului se iau pentru temperatura medie a fluidului, iar lungimea 
caracteristică din expresia criteriului Reynolds este diametrul exterior al 
ţevilor. 

 
Pentru calculul căderii de presiune prin spaţiul intratubular sau 

intertubular al schimbătoarelor de căldură fără şicane, se poate utiliza şi 
ecuaţia: 

  ∑ ⋅+⋅⋅=∆ ρζρλ
22

22 vv
D
nLP

ech

                 (3.366) 

în care n reprezintă numărul de treceri al fluidului prin aparat, iar L este 
lungimea unei treceri (m). Coeficienţii ζ sunt redaţi în tab. 3.23. 
 În prezenţa pereţilor despărţitori (şicanelor) în spaţiul intertubular, 
coeficientul de rezistenţă locală se poate calcula şi cu relaţia: 

  2,0Re
3m

=ζ                    (3.367) 

în care m reprezintă numărul de rânduri de ţevi în direcţia curgerii. 
 

φ

 
Fig. 3.64.  Unghiul de atac 

 
Tab. 3.22. Coeficientul de corecţie b 

din ecuaţiile (3.362) – (3.364) 
pentru diverse valori ale unghiul de 

atac φ  
φ [o] b φ [o] b 
90 1,00 50 0,69 
80 1,00 40 0,53 
70 0,95 30 0,38 
60 0,83 10 0,15 
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Tab. 3.23. Coeficienţi de rezistenţă locală ζ la curgerea fluidelor prin 
schimbătoare de căldură cu fascicul tubular 
Rezistenţa hidraulică locală ζ 

Spaţiul din ţevi (intratubular)  
   Intrare sau ieşire din cameră 1,5 
   Întoarcere de 1800 între treceri sau secţiuni 2,5 
   Intrare sau ieşire în sau din ţevi 1,0 
Spaţiul dintre ţevi (intertubular)  
   Intrarea în spaţiul dintre ţevi sau ieşirea din el 1,5 
   Întoarcere de 1800 peste un perete despărţitor 1,5 
   Întoarcere de 900 în spaţiul dintre ţevi 1,0 

 
 O altă relaţie utilizată în calculul căderii de presiune la curgerea 
transversală a unui fluid peste un fascicul de ţevi este: 

  
14,0

2
max2 








⋅⋅⋅=∆

µ
µ

ρζ pvmP                  (3.368) 

în care, pe lângă notaţiile cunoscute, mai apar: 
vmax viteza maximă a fluidului în secţiunea minimă de curgere (secţiunea 

AB din fig. 3.63); 
µ viscozitatea fluidului la temperatura medie a acestuia; 
µp viscozitatea fluidului la temperatura peretelui ţevii; 
 Coeficientul pierderii de presiune ζ, poate fi calculat cu următoarele 
relaţii empirice, valabile pentru Re > 1000: 
• pentru ţevi aşezate nedecalat: 
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• pentru ţevi aşezate decalat: 
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în care Remax este calculat cu viteza maximă a fluidului, vmax. Celelalte 
notaţii corespund celor din fig. 3.63. 
 În domeniul 100 < Re < 50 000, coeficientul ζ mai poate fi calculat 
cu ecuaţiile empirice simplificate: 
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• pentru ţevi aşezate nedecalat: 
5/1

maxRe33,0 −=ζ                    (3.371) 
• pentru ţevi aşezate decalat: 

5/1
maxRe75,0 −=ζ                    (3.372) 
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